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TEOREMAS DE MATEMATICAS.
S=YRSAY UE MATEMATICAS

" Uribarri, 12, Bajo - BASA
CONTINUIDAD. Tfoo: 94 440 31 94,

Se dice que una funcién f(x) es continua en un punio x,, cuando:

fim fx) = lim f{x) = {xo)]

X=X, X%, )
DERIVABILIDAD,
Se dice que una firncién f(x) es derivable en un punto x,, cuando:
Fa)=fa)
TEQREMA DE _ROLLE,
Se tiene que cumplir;

1°. Continua en [a,b].
2°. Derivable en (a,b).
3°. f{a) =1Rb).

Cumpliendose estas condiciones buscamos un valor “c”

F)=d Vv a<c<h,

DE E

tal que:

Se tiene que cumplir;

1°. Continua en [a,b].
2°. Derivable en (a,b).

Cumpliendose estas condiciones buscamos un valor “c” tal que :

ﬁ'l_))-—f{a)=(b—a).f'(a Vv a<e<b.
RE E CAUCHY.

Se tiene que cumplir:
1°. f{x) que sea continua en [a,b].
2°. g(x) que sea derivable en (a,b).

Cumpliendose estas condiciones buscamos un valor “c” tal que:

f®) - f@) _ o)
&) -gla) g
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&Mmm& donde (a,b,c) es un vector ¥ (X1,¥1,21) es un punto:

o X=x+Aa
LT y=y+hd
T z=z +Aic

T %y ¢ién conti recta:-
kY By 1

Yo% _ Y- h _z2-3
i a b c

Ecuacién paramétrica del plano:
X-Xx1=d.a+ia’
Yy-vi=ab+Ab'
Z-z3=qQ.c+A.c’.

. «'%  Ecuacién genergl del plang:

8 8 'X-x
Deésarrollando el determinante [b b’ y-y)| = 0, obtenemos: Ax+By+Cz+D=0,
: ¢ ¢ z-zy _
y
Posicion d : .
Considerando los vectores de las rectas @ab,c); (a',b",c"), y los pintos (XLy1,21);
(2,2,22). "’ Condie iy " T S AR
. Aafa'= bb'=¢/e R T, %‘“’,. s rectas son paralelas. * .. .- 3
‘ 8 8 X=X} '
M= b yy 5t M=0.......ccu.... las rectas se cortan. -
‘ cc'zpzm| si M#O............... las rectas se cruzan. . .., | -P{?(.;
osiciones i |

Sean los planos: =;: Ax+By+Cz+D=0,
7. AX+By+Cz+D=0,

M=ABC y M'=[AB C-D
A'B'C A'B'C’-D

Condiciones: Si R(M) = RM)=2........ se cortan en una recta.



osiciénes relativas de 3 planos

Sean los planos: m: Ax+By+Cz+D =9, ACADEMIA GPSILON.
7. Ax+By +Cz+D=0. Jose{%nagoAsRms.
my A”x+BUY+CIZHDT=0.00 0 or) 4403194 2 (04) 449 47 44,

A B C A B CD
M=[A" B C y M=|A' B C D
A“ B!! C” A” B” Cu- "D”
Condiciones: Si RM)=RM)=3...c...coen. ge cortan en un punto
Si RM)=RM")=2......cc.c. se cortan en una recta.
Si RM)=RM)=1........ los 3 planos son coincidentes.

Si RM)=2; R(M)=3......... los planos se cortan 2 2 2.
Si RM)=1;, RM)=2........ Tos planos son paralelos entre si.

Pogsiciones relativas de recta y plane. |

Sean: s X
) . C
X=X _ YW _Z% -, _y-n A Re,
. = = . = R .
a b ¢ a b "’@Zz%'af"{@%
= j¥-% _z-% . "9“;%/04?
s orfSy o,
a c o V8,
%0;)'
%, Ax+By+Cz+D=0. | Ax +By + Cz+ D =0. ’

Desarrollando las 3 ecuaciones anteriores y pdniendolas en forma de determinante como
en casos anteriores tenemos las siguientes condiciones:- - :

Si RMY=RM")=3....ccccccc. plano y recta se cortan en un punto.
Si RM)=RM)=2....cccreree. Ta recta esta contenida en el plano.
Si RM)=2; RM)=3........ Ia recta es paralela al plano.

er icalar or an
Sean el plano Ax + By + Cz+D =0, y el punto (x1,y1,21).

=% _Y-h _%T5
A B c

recta;

0 endi rau un pun

Sean la recta y el punto del caso anterior. Todos los planos perpendiculares a la recta

tendrén la forma:
Ax+By+Cz+D=0.

Ahora para hallar D sustituiremos en %, y ,Z, €l punto {x1,y1,21).
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Angulo formado por d “4ry“s?
Sean los vectores de las rectas “T” y “s™: (a,b,c) y (u,v,w), respectivamente.

Entonces:
au+dbv+ew

cos(r,s) | ———= .
Ja? + 8% ¢ xu? +v* +w?

=%

» n

formado
Sean los planos: n;: Ax+By+Cz+D=0.
. AX+By+Cz+D'=0. /
cos(rr, .7, ) AA+BB+CC !
P A 1B O x AT+ B+ C

Angulo formado por una recta “r” y un plano “n”,

Sean el vector de la recta“t™: (a,b,c); y el plano “n”: Ax+By+Cz+D=0

7

Fs
{
L

) aA+bB+cC
Na? +B* +c* x4 +B* +C?

cos(m,r)=

\_ch’—_ W - ('“.. 71;3

{n,r]
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Recta simétrica de otra recta “p” yespecto a un plane “n”.
ACADEMIA EPSILON.

“. 1. Intersecci6n de “Y” y “n”, punto A. Jose Ignacio Ramos,

Unribarri, 12 - BASAURL

2. Coger un punto cualquiera de “r”, punto “P”.
. Teao: (94) 440 31 94 — (94) 449 47 44.

3. Por “P” recta “s” perpendicular a “n”".
4. Interseccién de “s” y “n”, pumto “Q”. .
5. Hallar el punto simétrico de “P” respecto de “Q”, punto “Pr”.
6. La recta formada por “A” y “P;” seré la recta solucion.

1. Por “P” plano “x” perpendicylar a “r”.
2. Interseccién de “r” y “x”, punto “Q”.
. 3. Unién de “P” y “Q” recta solucion.

Distancia de yn punto “P” 2 una recta “r”,

1. Por “P” plano “x” perpendicular a la recta 1™
2. Interseccién det plano “x” con la recta “1”, punto “A”.

3. La solucidn seré la distancia entre el punto “P” y el “A”. o« P
31 Oﬂa
Distancia de un punte “P” 2 . PPt
. %” gl e

Sean ®: Ax+By+Cz+D=0, y P(%1,y1,231): ?qﬁg?;w

. AN
s SN
VA2 + B2+ (P

Distancia de un plano a yna récey,
Solo se puede hacer si la recta es patalela al plano.

Secogeunpuntoeualquimdelafectaysehallaladistamiadempuntoalplano
como hemos visto en el apartado anterior.

Distancia entre dos rectas.

Sean: Larecta “s” de vector V.(x,,y,,z;) y utt punto P(x1,y1,21).
La recta “s” de vector vy(¥Xe,Ys,Zs) ¥ un punto Q(xz,yz,22).

1. Hallar el plano “z” formado por los vectores v;, v, y el punto P.
2. La distancia del punto “Q” al plano “x” seré la solucién.

Si la recta v viene dada por; Ax+By +Cz+D=0.
A'x+By+Cz+D=0.
El haz de planos seré;

a(Ax +By +Cz+D) + B(Ax+By+Cz+D)=0.
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PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD DE GEOME TRIA
ANALIT T CA :

1. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(5,0 l) y B(4,1,o) yes paralelo
a la recta dada por los planos: x-2y+3z=0, 2x+y-z—5

. SoL(Pag.58): 2x+y—z-9=0 d e,
2. Estudiar, segun los valores de m, la posnc:on relatxva de los planos: mx-y-z=-m:
' " x-my+mz=m.
= xtytz=- 1

Si para algun vaior de m se coﬂasen segiin una recta, escribir su vector de direccién.

" Dar la solucién en todos los casos.

Sol. (Pag. 67): m=0 y mw=-1,se cortan en un punto (-1, -(m+1)l2m,(m+1)/2m)
m=90, 3¢ cortan los planos dos a dos en rectas paralelas. :
ni=-1, se cortan en una recta de direccion (-1,1,9).

3Dadas las rectas: I x-_lfl=y-.1!-1=z+2/—2 Ly s x=24

y= I-A
z=7A
Estudiar su posicion y, st  faese pomble estudiar 1a posicién de! plano que las contiene.

Sol. (Pag.74): Las dos rectas se cruzan. No hay ningin plano que Ias contenga

o 4 Calcular el valor de a para que los puntos (a,0,1), (0,1,2), (1,2,3), ('? 2,1), estén en el

mismo plano. Calcular también 1a ecuacion del plano que las contiene.
Sol. (Pag.81): as= -1 i x-dy+3z-2=0.

5. Probar que los puntos A(1,-1,2), B(2,2,-3) y C(1,1,0) no estan almeados y hallar la

. ewacmn del plano que determinan.

_ " Sol. (Pag 101)" 2x+y=+z-3=0

6.Hallar 1a ecuacion del plano que contiene a la'recta de ecuacion: x-1/2 = y-1/2 = 2/1

- sy es-paralelo a la recta que pasa por los puntos (2,0,05° y ((0 1,0).

b

Sol. (Pag.106): x+2y-62-3=0

7 Dividir el segmento A(1,2,1), B( 1,0,3) en fres partes iguales mediante los planos o y
B perpendiculares a larecta AB. Dar las ecuaciones a ambos planost
Sel. (Pag.12): x+y-z=0 , x+y-z+2=0,

-8 Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por;el punto A(1,0,0) y es perpendicular al

plano x-y+z=1.
Sol (Pag. 19): (x=1+A,y®-A,Zz=A)

9. Hallar la ecuacién de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos:
2x+y-z=0 , x-y+z+3=0 y pasa por el punio (3,2 1)
Sol. (Pag.'?S) y+2-3=0,

10. Hallar los valores de m y 1 para que las rectas siguiéntes r y s sean paralelas:
r: (x=>5+43, y =34\, z=-A) 5. ¥m=y-1/3=z+3/n
Sol. (Pag. 89): m=12 , n=-3. :
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11. Dado el plano &: 2x+y-2=2 ylarecta r determinada por la interseccién de los
planos x-y+z-3=0 y 2x+y-1=0, obtener la ecuacién del plano perpendicular a1ty
paralelo a la rectar, y que contiene al punto (1,2,1).

Sol. (Pag. 90): x-y+z=0. '

. 12, Dado el piano 7 2%-3y+z=0 y larectar: (x=1+A,y= 2-%, z = -1422), hallar ia
ecuacion del plano que contiene a larectacy es perpendicular al piano .
Sol. (Pag.115): 5x+3y-z-12=0.

13. Averiguar los valores de a y b para que sean ortogonales y coplanarias, las rectas
r (x = azt2, y=2-3) y s x-12=y+1h =2
Sol. (Pag.141): a=1/2,b=2.

14, Dados el punto M(3,-2,-4), larecta T x-2/3 = y+4/-2=2-1/2 y el plano =
3x-2y-32-7=0, se pide: :
_ a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto M, es paralela al plano Ty
corta a larectar. ’ :
b) Hallar ta ecuacién del plano que pasa pot el punto M, es pacalelo alarectary
perpendicular al plano . :
Sol. (Pag.152): a) (x =8+5Ah , ¥y = 86\ ,z=5+91). b)2x+3y=0.

15. Consideremos la recta r: (Sx-y+z=0, x-y-z+4=0) y el pldno = ax-6y+4z-5=0. Se
pide: _

a) Calcular el valor de a para el que r es paralelaa .

b) Calcular el valor de a para ¢l que t es perpendicular a x.
Sol. (Pag.190): a)a=26 , b)a=-1/2. -

16. Determinar la ecuacion del plano T que esta a distancia ¥§ del Bﬁgen y es paraleloa
aquel que tiene por ecuacion 2x+y-z=3. -
Sol. (Pag. 20): 2xty-z+6=0 ; 2x+y-2-6=0.

17. Sea & el plano definido por los puntos Pg(1,6,1), Pi(-1,L,1), P2(0,-1,2). Seari la recta
que pasa porPoy Piy 12 la recta que pasa Po y P2. y sea Q(0,0,1)
a) Hallar la ecuacién de la recta rs que-pasa por Q y es perpendicular al plano x.
b) Hallar la ecuacion de la recta £ que pasa por Qyes paralelaaty.
c) Hallar la distancia de rq a 2. : -
Sol. (Pag. d8): 2) (x=RK,y=2hz=1432) . D) (x=2, y=A,z=1)  c) 0,267.

18 .Calcutar la distancia entre la recta r: x-2/3=y/1=2-1/4 ylarectas definida por
os planos: x-3y-11=0, dy-z+4=0.
Sol. (pag: 59): 5,612.

19. Hallar un punto de la recta: x/1= y-2/1 = 2-3/2 que-equidiste de los puntos -

A(1,0,1) y B(0,4,2).
Sol. (Pag. 124): P(-2/5,8/5,11/5)
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20. Encontrar ja distancia del pun;to P(1,2,1) a la recta de ecuaciones: x+y-z=3,
x-y+z=1.
Sol. (Pag. 130): .1.

21. Por el punto medio del segmento que une los puntos P(3,1,5) y Q(-1,7,3) se traza
un plano perpendicular a su direccion. Sea AB y C los puntos de corte del plano con los
ejes coordenados. Calcular ef drea del tridngulo ABC. .

Sol. (Pag.142): 11,22

22. Calcular las coordenadas de un punto de la recta r tal que forme un tridngulo
rectangulo en A con los puntos A(1,5,6) y B(7,6,6) estando r dada por las ecuaciones:
x+y+2z=3 | 2x-y-3z=2.

Sol. (Pag. 42): - (2,-1,1)

23.Sea P, el punto (1,0,-1), P; el punto simétrico de Py respecto del plano x-2y=0, y sea
P; el punto simétrico de P, respecto del plano x+2y+2z=1. Calcular la ecuacion del
plano que pasa por los puntos Py, P; y Ps.

Sol (Pag. 29): 2x+y-4z-6=0.

24. Dadas las rectas 1. x-3/2=y-1/1=2+1/-2 y s x-4/1=y/2=2-4/2

Hallar su posicion relativa, y la distancia entre ellas. Sabiendo que dos de los lados de
un cubo estan entre las rectas r y s respectivamente, Hallar su volumen.

Sol. (Pag. 182): Se cruzany son perpendiculares. Distancia: 3. Volumen: 27.

r
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l.- y=3.u. y=0. -.
2 gE RSl y=1.
3- y=x" B e v vesesneressorsseraseiverssarassssnrasesesatrssesnasiisrsrnssinssas y= 7x5,
4- =358 e . v'= 6x°-3%°
5 =28 e y'=8%>.
6.- y=axtb... y=4a. .
7.- y=5x-2 y=35.
8.- y=2a’.... y'=0..
9.-y= ax’+bx+c y= 2ax+b
10.- y= x(x—i) ...... y'=2x-1
11.» y=GE+1)x-1).... y'=2x.
12- y=ax’+bel+exrtd..... y'=3ax’+2bx+c.
13.- y=x-x>Hx-5.. y'=3x2-2x+4.
14.- y=x*4x+5%".... y'=4x’-12x>+10x.
15~ y=2x"-6x+1 .Y'=6x*-6.
16.- y.=. x*-52+2 ‘ " y= 4x>-10x.
17 3= 28 43-6K+5 i v'= 6x%+6%-6.
18.- y= (xH1)x*x+3).... y'=3x%2.
19.- y= x(ii-.l)".‘f & '. o ' y'= 37;2-4x+l.
20.- y=a(x-1)%.... : y'= 2a(z-1).
21.- y=x(a-1) ... y'=(a-1)%
22.- y=afa-1)%... y'=0.
23.- y=Slogxx y'=Slogse / x.
24.- y=5logs5x y= SIc;gse ! x.
25 Y 2= 20X HSEIXACOSK e rvursermsiseermscsssressisssssssssrassagessassssassosss y'= 2fx+cosx-+4senx
26 3= X(UHE woerrnrron R y'= (L+6x)(1H0)".
27.- y=x.senx ¥ = senx+X.COSX.
28+ Y= K Merrrrreresaren 3= %(1+3nx).

.......... y=2/Q-=xp.

29.-‘ y=l+x/1x.....



3Lin P2 MK/ Kevvurusnaomsrsessassssssssssssrsssssssssssssssoses y'=1-Inx / ¥°
32.- y=8eNX/ 1-COSXK.iiuterienernmisisuscnisscunce y=1/cosx-1.
33.- y=x3‘cosx.........; .............. " ..y'=x2(3cosx-x;senx).
e = KAGKererrummmmeremmsrmmssnariosassomngesssssesssessassess y'= x+5en%.c08X / COSX.
LI T o [OOSR ————— y'= lax(1+x%).
36.- y=In(senx)....... berverronsserasass y'= cotgx
37.-y= sen(lnx) y'= cos(lnx) / x
38.- Y= COLEK ouemrrsilsbremmramsemssmemsasecssessssssssnizasseon y'=-1/ sen’x
30.- F = SBCK.turrerrsssnssnesstsrsassasssssrasssensivssrsssssas y’=spnx/cos2x
40, Y = COSECKouricersomsrsrrenssd y'= -cosx / sen’x.
41 y=1-8eNX / 1-COSKurerrerrmsrrn .y"= 1-semx-cosx / (1-cosx)”.
.- y=(:?—3x+1)scm+&m§m. s 3= (6-3)senx Hx23x+2)cosK.
43.- y=SENX-COSX / SENXHCOSK.vrrrruersrsmsesres ey =2/ (snan:sn&cos;x)2
44.- y=x.cosﬁ-l.-senx....."..l‘,. reouesmesiinsesmssssnsssesens y "=2..co‘sx~x.8¢nx.' "
45, y=x/ (145 il SRR y'=13x2/ (14,
46.~ y=x.senx.lnx - ...y’ = senx.Inx+x,cosxX.Inx+senx.
47.- y=x.sen{lnx)..... rrsesarsrerersassasssonsasarets y" = sen(Inx)+cos(Inx).
48.- y=sen2x /X+1.. "= 2(3+1).cos2x-2x.sen2x / (PH1)2.
49.- y.= T Y =34x '
50.- y= IHE R y'=2(1+nx) / x.
5l §= P eererrsnrsseren . ey =25
L 52 y=3 ‘ o .y'=3"n3.
53.- y=x.E : Y= (X 1),
54,- y=e'+e . ' | y’¥ e*e™,
55 XA s 3= (LA -
5600 o= (PBEFDI bttty = (R
57.- y = €N (SEIXHOOSK).sovrrrcrvicp o y'=2¢% COSX.
58.- y=e¢*/ cosx, A ey = €(semx+OSX) / COSX.
59:- y=x(1+2) e taesans Y = KA LLH5).
T - - ey =X(HX).
6l- y=1 / IMXerrrrreerennne R O y'=x2(lnx-1) / Inx.
P TP L ) I WO R— v =1/ 148

63~ y=arc tgxHn(C+)uurnr - L= 12/ 142




' 1-x
66.— .= AXCSEN X+ VL = X7 crrvvsvmersrsisssssensscsssasensuannrasanes V=
' . I+x i
— 241
67.— 7 = XX+ Lorririrrivensrirerrmmsssnsesssessssasersmsssssssrsssssasnss V=—=
‘ ‘ x°+1
. ro- “:. : o . ) '2x+3
oy = Inx? 4+ 2%+ 2) + arctZ(X F Deceeceerisenrcernsasensensnsnens = .
68.—y = In(x +2)_arctg(x ) e e

me

...... V= x(2senx + x.cosX)e

69.-y= =" s
- senas

70.—y=w/1+scn2x... - erreessnararens R, U .
. ' C 24/1+sen’ x

(1+senx).cosx

1+senx "
71.-y—1" +]n(1 senx) — y d_senz)’
x
J_ ‘J—"'tg‘i' i
72.~ y—T A " reesrersbasersorantns = . s
z : 3 d
g (3-tg 2)008 )
3 -1 1 P & ¥+l
73.~y= +—1n(x? +1)—arctg—..... =
] .3 2 ("+D X 4 2P+
T4.—y=ln 1- senx“ revessann eenseraaraes y=-%secx

1+
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PkOB IXTOS _(FUNCIONES, TANGENTE, CONT., DERIY.

1. Seala funcibn fx):: |2 s x <1
: Ux si x> 1

a) Esmdlalaconnmudadydenvablhdaddelaﬁmclénf, (Es'cont. noas*denv)
b) Calcule sus asintotas. (y 6)

jc) Dete:mnarlaewméndelarectatangenteaagéﬁcafeqx=2.(y= 0,5x+2)

" 2. $ea a fumcién f0) = PGt / %3 dcﬁmnar‘

a) Pominio de definicién. (R {3})

b} Asintotas. (x=3; y=x-3)

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento- de Ia funcién, asfi como sus
miximos y minimos. { siempre es creciente ; No hay MAX. y MIN, )

d) Areaencerradaporflx), x=35; x-9; g)=-4/x3 (A=16)

3.Dadalafuncidn fix); [P+ ¢ s x<-
: =2l s x>t

a) .Reﬁresentar_gréﬁcamzntef_ S
b) Estudiar sucontinnidad .  (Continua en todo R)
¢} Calcular el 4rea del recinté limitado por fy el eje de abcisas (4 =374 )
4. Halla el rea que limitan Iss carves: () =x*2x -y . ig(x'):él-ﬁ (A=473)
5. a)Calcularlospumaosdclgmﬁoodslacm'vay x32x2-!x+1 dondelarectatangeme
tiene pendiente -1/3.  (2/3, 29/27)
b) Determinar la recta tangente en esos puntos. (9x+.273:-35 0)

'6Ha]1ar1aecuacxéndelarectatangentealagréﬁcadeﬁx)“‘ enelptmtodonde
estacortaale_]edeordenadas (y=-x+) .

TCalculareléreadelrecmtohmftadoporlagtéﬁcadclaﬁmclénf(x) x’-4x, el eje
‘OXylasreetasx—-l x=4. (39/3)

8. En la pardbola f{x) = x*-5x+8, z,Enquépmatodelagréﬁcalatangentemparalelaala
b13e1nzde1pnmeryteroerc1mdrante? (3,2}

9Lacurvay 4:’x+4 eleJeOX,cleJeOYylarectax 4 limitan un 4rea. Calcular
dlchoérea, (4in2 )
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10. Para la funcién fix) = x>-2x*+x, hallar: cortes con los ejes, maximos, minimos y
puntos de inflexion; crecimiento y decrecimiento; concavidad y convexidad.
Corte con los e_;es (0, 0) (1,0)

..........................

P. Inﬂmén (2/3,2/27)
CRECE: (-aq1/3) U (l,+)
DECRECE: (1/3,1)
:CONCAVA: (2/3,+)
CONVEXA: (-52/3)

*11 Haﬂarelércadelrecmtocomprendldoentref(x) 3)3ylarectay—3 (A=4)

12. Determinar los valores de k para que las tangentes a la cuiva y= k- (kx)2+7x-18,
en los puntos de abcisas 1y 2 seanparalelas (k=0;k=92)

© 13. Sabiendo que la func16n ﬁ(x) es continua, y su expresion es:

si x<l1
fx) Ax2+6x+B si 1< x<4
: x+8 si 4<x

determinar: a)AyB  (A=-I; B=-4) .
: .b) La derivabilidad de la funcién  ( Derivable en R - 11,4 })
R c)Ha]lareIéi*cahmrtadaporIagréﬁcadelaﬁiuménf,lasrectas x=2, .
x=6 yel ejedeabcxsas (A=4673) )
14 Calcularlas rcctastangentw a la gréfica de la funcién y = x3 que seanparalelas ala
frecta y = 3x. Determinar ios puntos de tangencia. y1=3(x-1) en (1,1}
: : yHI=3@tl) en. 1,-1)

-15 Hallara,b cyd paraquelafunclén fix) = ax>+bx>ox-Hd, tengaﬂnméx]mocn
h(—24)y1mmimm0en(- ,0). (a=20; b=90; c—120 d=44)

16 Halla a,b,c para que la funcién f{x) = = X +ax’tbx-+c, tengaunpumo de mﬂemén en
% =3, pase por (0,1) y tenga un minimo en x =1 (a=-9; b=15; c=-7) .
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1. Hallar dos nﬁmeros ciya suma es 18, si el producto del uno por el cm@o de! otro
ha de ser méximo, (6 y 12) : :

2. Hallar dos nimeros cuya suma.es 24, si el prodtictb de uno por el cubo del otro ha dc
ser miximo. (6 y I8) ' - :

3. Hallar las _djmensibﬁés de un’ campo rectangulal' de 3600 m® de superficie para
poderlo cercar mediante una valla de longitud minima. (60 x 60) '

4. Se quiere vallar un campo rectangular que esta junto a un camino. Si la valla que esta
al lado del camino cuesta 80 pesetas el metro y para los otros lados a 10 pesetas el
metro.” Hallar el 4rea de mayor campo que se puede cercar con 28800 pesetas.
(160 x 720) ‘

5. De todos tridngulos is6sceles de 12-m de perimetro, hallar los lados del que tom
drea méxima. dx4x4: ’ :

6. Entre todos los re‘cténgulo;;inscritos en una circunferencia de 12 cm de radio, calcula:r

las dimensiones delquctgﬁg’amayorérea. (17 x 17)

7 La sum e las aristas de v prisma recto de base cuadrada es de 48 cm. Caleular las
dimensiones de.ede pristha para que su volumen sea méximo, (4 x 4 x 4)

8. Unﬁ@gdd isosceles de perimetro 30 em gira alrededor de su altura engendrando -
cono. ;Qué valor debe darse a la base del tridngulo para que su volumen sea méximo?
(12) L R : . i

9. ;Qué dimensiones debe tencr un bote cilindrico de 1 litro de eapacidad para que se
utilice en su construccion ia menor cantidad de material? (R=40,5¢ ; h=1,08)

10. Una hoja ddpapel debe contener 18 cm’ de texto ﬁnpmm: Los mérgenes superior e
inferior deben teper 2 cm ocada uno y los laterales' 1 cm cada uno. Calcular las
dimensiones de la hoja para las cuales t_élgastod_epapelcsminimo. (10 x 5) '

11. Se quiere fabricar una caja de madera sin tapa con una capacidad de 2 m°®. Por
razones de seguridad én el transporte de la misma, el largo de la caja ha de ser doble que
el ancho. Ademés, la madera para construir la base de la caja cuesta 12 euros por metro
cusadrado, mientras que la madera para construir las caras laterales cuesta 8 euros por
metro cuadrado. Hallar las dimensiones de la caja para que el coste sea minimo.
Calcular dicho coste minimo. (2 x I x I) (72 euros) )

12. Se quiere fabricar una caja de volumen méximo que sea ¢ doble de larga que de
ancha en la que, ademss, la suma del ancho mis el largo mis el alto sea igual a 1 metro.
Qué medidas debe tener la caja? (29 ; 49 ; 13) '
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EJERCICIOS DE TEOREMAS. Uribarri, 12 - 48970 BASAURI

1. Comprueba que la funcion: 2+ 2 s -0,5
5-(x—-2) i 1

NI
IA 1A
s

cumple las hipotesis del teorema de Rolle. Averigua donde cumple la tesis.
Solucidon: x = 2.

2. Calcula b para que la funcion f(x) = x> — 4x + 3 cumpla la hipétesis del teorema de
Rolle en el intervalo [0,b]. ;)Donde cumple la tesis?.
Solucién: b =2; x=2V3/3.

VoA

X 0
X 0

3.Calcula a y b para que la funcion: x*+2x +a si
-x* + bx si

cumple las hipotesis del teorema del valor medio en [-3,2]. ;Donde cumple la tesis?.
Soluciéon: a=0;b=2;¢c=21,3.

A A
»ox
N IA
LU IS |

4. Calcula m, p y n para que la funcion: x> + px si -1
mx + n si 3

cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [-1,5]. (Dénde cumple la

tesis?.

Solucion: m=10/3; p=-8/3; n=9.

5. Aplica el teorema del valor medio, si es posible, a la funcion f(x) = x* —3x+2 en
[-2.-1]. Calcular el valor correspondiente a c.
Solucién. ¢ =-3/2.

6. Indica en que punto del intervalo [2,6] verifica el teorema del valor medio la funcion:
2% -3 s x <4
{—x2+10x—19 si x4
Soluciéon: ¢=-11/2.

7. Halla el valor de ¢ donde se cumplen las tesis del teorema de Cauchy, siendo:
fix)=3x+2 y  gx)=x’+1 enelintervalo [1,4]
Solucién: ¢ = 2,5,



8. Dada la funcion f{x) = x’- 18x definida en el intervalo [0,3V2} comprueba que
verifica las hipotesis del teorema de Rolle y encuentra ¢l valor ¢ correspondiente en
dicho intervalo.

Solucién: ¢ = V6.

9. Calcula a, by ¢ para quela funcion; X+ax+b st x <2
ex+1 si x2=2

cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0,4]. (En que punto cumple
la tesis?.
Solucién: a=-3;b=5;c=1, En x=3/2.
10. Calcula a, by ¢ para que la funcién: X+ ax si x<3
bx+c st x23
cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0,8]. Di donde se cumple la

tesis.
Solucién: a=-39/8: b=9/8; ¢=-9,

11. Calcula ay b para que la funcion: { ax—3 si

X 4|
X2+ 10x - b 81 x> 4

NV A

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2,6]. ;Donde cumple
las tesis?.
Solucién: a=2; b=19. En x=9/2.

0
-1

X
X

A 1A
A 1A

12. Setiene la funcion: [x*/2 —3/2 si -1

/% si -2
Prueba que la funcion satisface las hip6tesis del teorema del valor medio y calcula los
valores intermedios vaticinados por el teorema.

Solucién: x=-1/2: x=-V2.
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Tigx+C éjf?p =
Gy =T
S
7
.................................................................. Y C ';%*a% w0
3 SN )
B et
-5@",0: b
. _ Ay X
4 . %50
. Aarcsenx +C 707%
2720
10°
. Inl0
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(4LCULO DE PROBABILIDADES

5-

En un determinado curso estén matriculados 100 varones y 50 mujeres. Aprueban el
curso-completo 60 varones y 40 mujeres.
a)Determinar la probabilidad de que un

gpmebe.(0,4) ‘ .
b)Determinar la probabilidad de que una de las personas matriculadas

suspenda.(0,33)
¢)Una ‘de las personas m
que sea mujer.(0,4)

alumno del curso sea varény

atriculadas ha aprobado.determinar la probabilidad de

Considerad un dado equilibrado y una moneda que se ha trucado de manera que la
probabilidad de obtener cara ¢s ol doble de la probabilidad de obtener
cruz.Lanzamos la moneda y el dado.Calculad la probabilidad de que:
a. Obtengamos cara y cinco.(1/9)
. b. Obtengamos cara y un nimero par. (1/3)
c. Obtengamos cara o Un niimero par. (5/6)
_d. No obtengamos cara y cinco.(8/9)

En una urna hay 4 bolas blancas, 2 bolas negras y 3 bolas rojas.
2. Extraemos, una aunay sin devolverlas a la urna,3 bolas. ;Chal es la

probabilidad de que las tres bolas extraidas sean rojas? (0,012)
b. Extraemos,una aunay devolviéndolas a 1a urna, 2 bolas. (Chaal es la

probabilidad de que ninguna sea negra?(0,605)

15% de los alumnos suspendié Mate, el 5% suspendid Literdfura y
eratura. Se selecciona un estudiante al azar y 5¢ pide:
jcuél es la probabilidad de que haya suspendido

En una clase, el

el 10% suspendié Mate y Lit

a. Sisuspendit Literatura,
tambien Mate? (0,67)

b. ¢Cuilesla probabilidad de que no haya suspendido ninguna de las dos

asignaturas? (0,7)

Ep un fnstifuto hay matriculados 350 alurnnos, 7 0 de los cuales estan estudiando
2°eurso, Se selecciona al azarun alumno. Sabiendo que un 70% de los alumnos de 2°
no hablan inglés y que un 20% de los alumnos que no son de 2° lo hablan,
determinar la probabilidad de que el alumno seleccionado hable inglés.(0,22)

Enuna poblacion, la probabilidad de que una persona practique algun deporte es
0,2; la probabilidad de que una persona tome algun tipo de bebidas alcoholicas es de
0.3 v Ia probabilidad de que una persona haga ambas cosas es de 0,08. Se toma una

persona al azar, se pide.
a-Pr de que no haga deporte ¥ tome alcohol.(O,Zi).

b-Pr de que no haga deporte y no tome alcohol. (0,58).
c-Que haga deporte y no tome alcohol.(0,12)
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de una urna tienen la misma Pr. de ser

7. Las § bolas blancas y las 7 bolas negras
e y con reemplazamiento. Hallar la Prde .

extraidas. Se sacan 4 bolas sucesivament
que las 4 sean del mismo color.(0,1459). o
8- Aun alumno le llevan en coche a 1a facultad el 80% de los dias. Cuando le lleva en
_coche llega tarde el 0% de los dias. Cuando no le llevan, lfega temprano a clase el :
: |

10% de los dias.Calcular:
1- LaPr de que llegue pronto a clase y
2. Prde que llegue tarde a clase.(0,34).
3- Ha llegado pronto a clase. jCudleslaPr

le lleven. (0,64).
de que no le hayan llevado?(0,03)

tienenpremio de 100 euros, 150 tienen premio

9- En una rifa con 500 papeletas, 75
euros.Se elige una papeleta al azar, caleula la Pr

de25 euros y 275 un premio de 10
de que:

1- Se obtenga un premio de 25 euros. (3/10)

2- Se obtenga un premio menor de 100 euros.(17/20)

de un aula de informética en una empresa y no 8¢ puede
de hacer el mantenimiento de un ordenador en
ausencia del jefe es 2/3. Si hace el mantenimiento, este tiene la misma Pr de
estropearse que de funcionar correctamente, pero si no le hace el mantenimiento

solo hay una Pr de 0,25 de funcionar correctamente. : L
1~ jCual es la Pr de que un ordenador funcione correctamente a la vuelta del

jefe? (1/3) ‘
9- A su regreso el jefe se encuentra un ordenador averiado, jcial es la Pt de que

Juan no le hiciera el mantenimiento?.(3/4)

10- Juan es el responsable
confiar en el pues la Pr de que olvi

ha contratado a tres personas. La primera de ellas hace el 30%; 1a

segunda el 45%, y la tercera el 25% restante. Se ha comprobado que de las
inspecciones realizadas por la primera persona, el 1% son erroneas, la segunda
comete errores en el 3% de los casos ¥ la tercera en el 2% de los casos.
1- Calcula 1a Pr de que, al elegir al azar una inspeccitn, esta sea erronea.
(6,0215)
2. Al elegir una inspeccién correcta,jclal es la Pr de que fa haya realizado la
segunda persona? (0, 4461)

iendo que P(A U B) —P/A B)=0,4 P(A}=06 Y

11-En una empresa sé

12- Calenla P(A UB) y P(A B), sab
P(B)=0,8 (49 0,9
la primera contiene 13 caramelos de naranja y 10

13-Tenemos dos bolsas de caramelos,
de limén. Elegimos una de las bolsas al azar

de limén, y 1a segunda, 20 de naranja y 25

y extraemos un caramelo. Calcula:
a- La Pr de que el caramelo sea de naranja. (47/90)

b- Si el caramelo elegido es de limén, jcual es la pro
hayamos extraido de la segunda bolsa? (25/43)

babilidad de que lo

de ellas 4000 son mayores de 50 &fios.

14- En cierta ciudad residen 10000 personas,
dicha ciudad, se ha determiriado que 70 de

Como resultado de una encuesta realizada en
cada 100 personas mayores de 50 afios no se hacen ninguna revision dental anual,

Determinar la probabilidad de que elegida al azar una persona en esta ciudad resulte ser
mayor de 50 afios y de las que se hace una revision anual.  (9,12)
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15-La plantilla de empleados de unos grandes almacenes esta formada por 200 hombres
de los hombres v la tercera parte de las mujeres solo

y 300 mujeres. La cuarta parte
trabajan en el turno de mafiana, Elegido uno de los empleados al azar:
o trabaje en el turno de mafiana? (3/5)

a) ¢ Cual es la Pr de que sea hombre o so}
b) Sabiendo que no solo trabaja en ¢l turno de mafiana, ;cudl es la Pr de que sea -
mujer? (4/7) '

16-Un médico ha observado que el 40% de sus pacientes fama, y de estos, el 75% son

hombres. Entre los que no fuman, el 60% son mujeres. Calcula:

1- La Pr de que un paciente no fumador sea hombre - (0,4)
2- La Pr de que un paciente sea hombre fumador (0,3)
3. La Pr de que un paciente sea mujer (0,46)

17-Una caja con una docena de huevos contiene dos de ellos rotos. Se extraen al azar

sin reemplazamiento cuatro huevos.
ado. (14/33)

1 Calcular la Pr de extraer los 4 huevos en buen est
5. Calcular Ia Pr de extraer de entre los 4 , exactamente un huevo roto. (16/33)

18- Una fabrica dispone de tres miquinas A,B y C que fabrican tornillos. Se sabe que la
maquina A produce un 1% de fornillos defectuosos, la B un 3% y la Cun 2%. La :
méquina A produce el 25% del total de unidades, la B el 40% y la C el 35%. Al cabo de
"un dia, se toma un tornillo al azar de la produccién total y se pide: '
1~ Calcular Ia Pr de gue ese tomillo sea defectuoso. (0,021 5)

‘2. Si ha resultado defectuoso, calcular la Pr de que pertenezca 2 la miquina B
(0,558) : ‘

19- En una biblioteca hay dos estanterias con 100 libros cada una. En la primera hay 25
libros en mal estado y en la segunda 20. Un estudiante coge al azar yn libro de la
primera estanteria y lo deja en la segunda.;Cusl es la Pr de que otro estudiante coja al
azar un libro en buen estado dé la segunda estanteria? (9,8)

20- El 25% de los aparatos que llegan a un servicio tecnico tienen garantia, Entre los
que no tienen garantia, un 20% ya fueron reparados en otra ocasién. Finalmente, el 5%

de los aparatos tienen garantia y ademas ya fiieron reparados en otra ocasion.
1- ,Qué porcentaje de los aparatos que llegan al servicio ya fueron reparados en

otra ocasién? (20%) .
2- . Qué porcentaje no fueron reparados en ofra ocasidn y ademas no tienen
garantia? (60%) . -
acaba de llegar ya fue reparado en otra ocasién.;Qué Pr hay

3- Un aparato que
de que tenga garantia? (6,25)

~ 21- Se hacen tres lanzamientos de un dado.Si en el primer lanzamiento sale un Z. oqué
es mas probable, que la suma de las puntuaciones sea un nimeéro par o impar? ({igual)
22- Los sucesos A y B son independientes, la Pr de que ocurra alguno de ellos es 5/6y la
de que ocurran ambos simultaneamente es 1/3. Hallar las Prde Ay de B. (Si P(B)=2/3.
entonces P(A)=1/2 y si P(B)=1/2 entonces P(A)=2/3 )

A ADEMIA

i EHSE.F#@N

AEA I AKHRENG



23- Una fibrica produce un elemento mecanico ensamblando dos componentes A y B.
Se sabe que la Pr de que el componente A. sea defectuoso es de 0,001 y la de que B no
lo sea es de 0,997. Se elige al azar un elemento, Calcule la Pr de los siguientes sucesos:

1- Solo el componente A es defectuoso (4, 000997)

2- Ninguno de los componentes es defectuoso  (0,996)
3- Ambos componentes son defectuosos  (0,000003)
(0,003994)

4- Solo uno de los componentes es defectuoso

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

1.LaPrde que una pareja tenga un nifio es 4/10. Si sabemos que una pareja ha tenido 4
hijos y todes viven: '
(0,3456)

a- JCoal es [a Pr de que enire ellos haya 2 nifios?
b- ;Cual es la Pr de que entre ellos haya al menos 1 nifia? (0,9744)

2-Se lanza un dado 720 veces.Calcula la Pr aproximada de que salgan, al menos, 110-
seises (0,8531) ‘
3-En un instituto aprobaron Filosofia el 80% de los alumnos, Lengua el 85% y las dos

asignaturas el 75%.
a- ;Cual es la Pr de que de un grupo de 8 alumnos, solo 2 hubieran suspendido
Lengua? (0,2376)
un alumno, del que se sabe que aprobé Filo, aprobase

b~ ;Cual es la Pr de que
tambien Lengua?  (0,9375)

4-E1 89% de los edificios de una ciudad tiene una sola antena.Supongamos que en una

calle hay 15 edificios:
a-Describe la variable que representa el numero de edificiosde la calle que tienen
una sola antena. '
(0,1875)

b-4Cuial es la Pr de que haya 11 edificios con solo una antena?
,Cuil es la Pr de que 14 0 mas tengan s0lo una antena? (0,1671)

5-Una variable aleatoria sigue una distribucion normal de media 4 y varianza 9

a-Caleula P(3,4<x <4,6) (0,1586)
b-Encuentra un valor a tal que P(4-6,a <x <4+6.2)=0,75 (4,5 75)

6-La Pr.de que un cazador novato cobre una pieza es 0,4. Si lo intenta 5 veces, calcula
la Pr de que cobre una pieza al menos 3 veces. (0,4096)

7-E] 70% de los alumnos de instituto tiene teléfono.mévil
a-Si un instituto tiene 1400 alumnos, ;cudntos se espera que tengan teléfono

mévil? ~ {980) . . _ :
b-;Chal es la Pr de que en una muestra de 150 alumnos, haya més de 100 con

teléfono movil? (0,7881)
’ c-;Caal es la Pr de que en una muestra de 200 alumnos, haya como méximo 140

con teléfono mévil? (0,5319)
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8-Se supone que la distribucién de la temperatura del cuerpo humano en la poblacién es.
una distribucion normal de media 37°C y de desviacion tipica 0,85°C, Se elige una

muestra de 105 personas y se pide:
a-Calcular la Pr de que la temperatura media sea menor de 36,9*C (0,1151)
365y -

. b-Calcular la Pr de que la temperatura media este comprendida entre
37,5°C () -

9-La talla de los recien nacidos se distribuye normalmente, pero mientras que en la
Comunidad Auténoma A la media es de 52 cm y la desviacion tipica de 3em, enla B es

" de 53cm y la desviacién tipica de Scm.
a-Hallar, en el primero de los casos,entre que valores simétricos respecto ala

media esté el 50% (central) de las tallas de los recien nacidos. (49,99 ; 34, 01)
b-Determinar en cuél de las dos comunidades es mayor la proporcién de recien

nacidos con talla superior a 50 cm.

INTERVALOS DE CONFIANZA

1-En una poblacion una variable aleatoria sigue una ley normal de media desconocida y

desviacion tipica 2. -
a-Observada una muestra de tamafio 400, se ha obtenido una media muestral

igual a 50.Calcule un intervalo, con el 97% de confianza, para la media de la poblacion.
(49,783 ; 50,217) ’

" b-Con el mismo nivel de confianza,;qué tamafio minimo debe tener la muesira
para que la amplitud del intervalo que se obtenga sea, como méximo, 17 (76)

2-Una variable estadistica se comporta como una N(u, 10).Para estimar u extraemos una

muestra de tamafio 100, cuya mediaes 37.Se pide:
1. Estimar u mediante un intervalo de confianza del 90%. {35,355 ; 38,643)
2. Estimar u mediante un intervalo de confianza del 95%. (35,04 ;38,96)
3. Determinar el tamafio de la muestra si deseamos que el error cometido al

estimar u con un nivel de confianza del 99% no exceda a 0,2575. (10060)

3.Una maquina de refrescos esta ajustada de tal manera que la cantidad de liquido
despachada se distribuye en forma normal con una desviacion tipica de 0,15 decilitros
: 1 Encuentra un intervalo de confianza del 97% para la media de todos los
refrescos que sirve esta maquina, si una muestra aleatoria de 36 refrescos tiene un
contenido promedio de 2,25 decilitros. - (2,2; 2,3)
2.Interpreta el significado del intervalo obtenido.

4-El peso de los alumnos de bachillerato de una cierta ciudad tiene una media
desconocida y una desviacion tipica de 5,4 Kg. Tomamos una muestra aleatoria de 100

alumnos de bachillerato de esa ciudad.
a) Sila media de la muestra es de 60Ky, calcular con un nivel de confianza del

99% el intervalo de confianza para el peso medio de todos los alumnos de
bachillerato de la ciudad. (58,6095 ; 61,3905) .

b) Se realiza la siguiente afirmacion:”el peso medio de los alumnos de
bachillerato de esa ciudad estd comprendido entre 59 Y 61 Kg”. ;Con queé

nivel de confianza se hace esa afirmacién?  (93,56%)
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5-8e quiere estimar €l sueldo medio de un trabajador del transporte piiblico.Se toma '
para ello una muestra de 625 de estos trabajadores y se obtiene un sueldo medio

muestral de 1480 euros. Si Ia desviacién tipica es igual a 250 euros:
a) Con un nivel de confianza del 90%, determinar el intervalo de confianza para

el sueldo medio de un trabajador del trasporte publico. (1463,55;1496,45)
. b) Sise quiere que el error méximo de Ia estimacién sea de 10euros, hallar e]
tamafio de la muestra que se debe tomar considerando un njvel de confianza

del 99%.  (4145)

6-Un fabricante de pilas aloalinas afirma que la desviacién tipica de la duracién de las
pilas es de 80 horas,

a)8i a=0,1 y,
determinar el interval
(481,39;518,61)

b)Si la duracién de las pilas es una N(500,80).,Cual es la Pr de que la duracién
media de 9 pilas sea mayor de 520 horas? (0,2266)

en una muestra de 50 pilas, la duracién media es de 500 horas,
0 de confianza para la duracién media poblacional.

7-El tiempo que tardan Ias cajeras en cobrara log clientes es una N(11;0,5).Para una

muestra de 25 clientes se obtuvo un tiempo medis de 5,2minutos. _
a) Calcula el intervalo de confianza al nivel del 95% para el tiempo medio que se

tarda en cobrar a los clientes, (3,004;5,396)
b)Indica el tamafic muestral necesario para estima

error de 0,5 minutos y un nivel de confianza del 95% (4)

r dicho tiempo medio con un

8-En una encuesta se pregunta a 10,000 personas cuantos libros leen al afio,
obteniendose una media de 5 libros .Se sabe que la poblacién gigue una distribucién

normal de o=2, - :
2) Hallar un intervalo de confianza al 80%para la media poblacional.
(4,9744;5,0256)
a poblacional no superior al

b) Para garantizar un error de estimacién de la medi
0,25 con un nivel de corifianza del 95%, 48 cuéntas personas como mirimo

seria necesario entrevistar?  (246)

9- Para una poblacién N(u,d=25), ¢qué tamafio muestral minimo es necesario para
estimar [ mediante un intervalo de confianza, con un error menor o igual que 5
unidades, y con una Pr mayor o igual que 0,957 (97)

10-Una muestra aleatoria simple de 25 estudiantes responde a un test de inteligencia.

obteniéndose una media de 100 puntos. Se sabe que la variable inteligencia sigue una
normal de dsviacién 10. yEntre que limites se hallar4 la verdaders inteligencia media de

todos los estudiantes, con un nivel de confianza de 0.99? (94,85, 105,15)

11-La puntuacién que obtienen los nifios en cierto test psicologico sigue una
distribucién N(u; 35).Sabiendo que en {a muestra de 50 nifios se observé una media de

75 puntos,



a- caloular un intervalo de confianza del 90% para la media poblacional,

(66,86 ; 83,14)¢ _
b- calcular un intervalo de confianza del 94% parz la media poblacional

(65,7; 84,3)

12-La talla de los recien nacidos en la comunidad A es una N(52,3)yenlaBes

N(53,5). - .
a- Hallar entre que valores simétricos respecto de la media ests el § 0%(central) de
las tallas de los recien nacidos de la comunidad A, (49,99 ; 54,01)
b-Determinar en cuil de las dos comunidades es mayor la proporcidn de recién

nacidos con talla superior a 50 cm, {mayor en A)

13-En una fibrica de componentes electronicos, la proporcién de componentes finales
defectuosos era del 20%. Tras una serie de operaciones e inversiones destinadas a
mejorar el rendimiento se analizé una muestra aleatoria de 500 componentes, -
encontrindose que 90 de ellos eran defectuosos.;Qué nivel de confianza debe adoptarse
para aceptar que el rendimiento no ha sufrido variaciones? (73, 72%) o

14- En una ciudad la desviacion tipica del gasto medio semanal de los j évenes es de 6
euros. Elegidos 100 jévenes, su gasto medio semanal es de 25 euros, Determinar él
intervalo de confianza del 95% para dicho gasto medio, explicando los pasos realizados

para obtener el resultado. (23,824 ; 26,176)
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