SOLUCIONES & LOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACION: HOJA 6

7. El propietario de un edificio tiene alquilados los 40 pisos del mismo a un precio de 600 €
cada uno. Por cada 60€ que el propietario aumenta el precio observa que pierde un
inquilino. ;a qué precio le convienen alquilar los pisos para obtener la mayor ganancia
posible?(Ayuda: llamar x = n° de 60 € que aumenta o lo que es lo mismo el n® inquilinos
perdidos.)

Sea x = n° de inquilinos perdidos.

Entonces:
Funcion Beneficio: B(x) = (40 — x)-(600 + 60x) = 24000 + 1800x — 60x*

Derivando: B(x) = 1800 — 120x

Igualando a cero: B'(x) =0 = 1800 - 120x =0 = x =1800/120 = 15, posible
maximo 6 minimo.

Hallando la segunda derivada: B"'(x) =- 120

Sustituyamos el posible méax. 6 min. en dicha derivada:

B(15)=-120<0 = Maximo: x=15 =
Precio que debe aumentar a cada piso: 60-15= 900 €

Solucion: Le debera aumentar 900 € el precio de cada piso.

8.- El consumo de un barco navegando a una velocidad de x nudos (millas/hora) viene

2
L 450 . . -
dada por la expresion C(x) :;—O+—. Calcular la velocidad mas economica y el coste
X

equivalente. (PAU, JUN"2006)
2
La funcién sera el consumo: C(x) = ;—0 + 450
X
Derivando: C'(x) = 2X 4520
60 x
Igualando a cero: C'(x) =0 = E—ﬁzo =0= 2X _ 4520 = 2x% = 27000 =
60 «x 60 x

x = 313500 = 23,81, posible maximo 6 minimo.
2  0-450-2x - 2 900

Hallando la segunda derivada: C'(x)= — - ————=—+—
60 X 60 «x

Sustituyamos el posible maximo ¢ minimo en dicha derivada:
C'(23,81) = iJrLO3 >0 Minimo: x=2381 =
60 (2381)
2
C(23,81) = =w+ﬂ= 28,35
60 23,81

Solucion: Velocidad mas economica es 23,81 nudos con un coste de 28,35.
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9.- A partir de una cartulina cuadrada de 60 cms de lado se va a construir una caja de base
cuadrada, sin tapa, a base de recortar cuatro cuadrados iguales en las esquinas de la
cartulina y doblando después de la manera adecuada. Un observador indica que la caja de
mas capacidad se obtendra si los cuadrados eliminados tienen 10 cm. de lado. Decidir si la
observacion es correcta o no. (PAU, JUN"2001)

Funcién: f(x) = ( 60 -2x)-( 60 -2x)-x = 4x® — 240x* + 3600x
Derivando la funcion: '(x) = 12x% — 480x + 3600

Igualando a cero: f'(x) = 0 = 12x* - 480x + 3600 =0 =
= x*—40x+300=0 = x=10 y x =30 Posibles max ¢
eeenaee min.

Hallando la segunda derivada: f'(x) = 24x — 480

Sustituyamos los posible maximos & minimos en dicha
derivada:

f"(30) =720 — 480 = 240 > 0 = Minimo

f’(10)=240-480 <0 = Maximo: x=10

Solucion: La observacion es correcta.

10.- Se quiere construir depdsitos cilindricos como el de la figura, con la
condicién de que la altura mas el perimetro de la circunferencia valgan 100 m.
Comprobar que el volumen de los depdsitos viene dado por la expresion
V=100-7-r*=2-7-r* vy determinar las dimensiones del que tiene volumen
maximo. (PAU,Junio’97)

Relacion: h+2wr=100 = h=100-27r
Funcién: V= mrth = V()= or>(100-2:wr)=100-7-r* 2. 7% .r®

Derivando: V'(r)= 200-z-r-6-7°-r’

Igualando a cero: V'(r) =0 = r-(200-:r—6~:r2 ~r)=0 = r=006 200-7-6-7"-r=0
= 200'? _ 100 10,61, posibles maximos ¢ minimos.

6-7 3-7

Hallando la segunda derivada: V''(r)= 200-7-12-7° -r

=r=0;r

Sustituyamos los posibles maximos 6 minimos en dicha derivada:
V7(0)=200-n-0 >0 = Minimo

V7(10,61) =200-n - 12-7%10,61 <0 = Maximo: r=1061 =
h=100-2-7-10,61 = 33,34

Solucién: El depdsito cilindrico de volumen maximo tendra de radio: 10,61 m y de
altura 33,34 m.



MATEMATICAS: 22 BACHILLERATO
SOLUCIONES & LOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACION: HOJA 6

1.- Determina dos numeros cuya suma sea 24 y tales que el producto de uno de ellos por
el cubo del otro sea maximo.

x = 1% numero; y = 2° nimero

Relacion: x+y=24 = x=24-y

Funcién: f(x,y)= xy° = f(y)= (24—y}y’ =24y —y"

Calculemos ahora la derivada de dicha funcion: f'(y) = 72y’ -4y’

Igualando a cero dicha derivada para calcular los posibles maximos o minimos de la
funcion: f(y)=0 = 72y’ -4y’=0 = y=0 6 72-4y=0 = y=0;y=18 posibles
maximos 6 minimos de la funcion.

Hallando la 22 derivada para saber si es un max. é min.: f"(y) = 144y —12y*

Sustituyamos los posibles maximos ¢ minimos en dicha derivada:

f'(0)=0 duda = f'(y)=144—-24y = {f7'(0)=144#0 = y=0es P.l. def(x)

f°(18) = 144-18 — 12-18% = - 1296 < 0 méximo: y= 18; x=24—-18=6

Solucién: Los numeros pedidos son 6y 18.

2. Calcula el area maxima que puede tener un triangulo rectangulo tal que la suma de la
longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

x = 1% cateto (base); y = 2° cateto (altura)
Relacién: x+y=4 = y=4-x

_ 2
Funcién: f(x,y) = % = f(x)= # = 4X2X

4-2x
2
Igualando a cero dicha derivada para calcular los posibles maximos o minimos de la

funcién: f(x)=0 = % =0 = 4-2x=0 = x=2 posible maximo 6 minimo de la

Calculemos ahora la derivada de dicha funcion: f'(x) =

funcién.

Hallando la 22 derivada para saber si es un max. ¢ min.: f’(x) = _72 =-1

Sustituyamos el posible max. 6 min. en dicha derivada:

f'2)=-1<0 maximo: x= 2; y=4-2=2 :>A=%=2c:m2

Solucién: El area maxima que puede tener el triangulo rectangulo es de 2 cm?
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3.- Si se quiere vallar un campo rectangular que esta junto a un camino. Si la valla del lado
del camino cuesta 80 Euros/m y la de los otros 10 Euro/m, halla el area del mayor campo
que puede cercarse con 28800 Euros.

Relacion: 90x + 20y = 28.800 = 9x+2y= 2880 = y = 1440 — 4'5x

y  Funcién (drea): f(xy)=xy = f(x)=x(1440 — 4'5x) = 1440x — 4'5x>

X
Derivando: f'(x) = 1440 — 9x
Camino
Igualando a cero: f'(x)=0 = 1440-9x=0 = x =160 posible max. 6 min.

Hallando la segunda derivada: f"(x)= -9

Sustituyamos el posible max. 6 min. en dicha derivada: f'(160) = -9 < 0 maximo.

Si x=160 = y =1440-4'5-160=720

Solucién: El area del mayor campo que se puede cercar con 28800 Euros es de
160 m. x 720 m. = 115.200 m%

4. Las paginas de un libro deben medir cada una 600 cm? de area. Sus margenes laterales
y el inferior miden 2 cm. y el superior mide 3 cm. Calcular las dimensiones de la pagina que
permitan obtener la mayor area impresa posible.

Alto de la pagina impresa: y-5
Ancho de la pagina impresa: x-4
Area impresa = (x-4)-(y-5) (funcién objetivo)

Area péaginas = x-y = 600 (relacién) = y = 600
X

Funcion: f(x, y) = (x-4):(y - 5) = f(x):(x—fl)'[@—S] =600 5x— 2220 4 29
X
Derivando: f'(x) =-5 + 24?0
X
Igualando a cero: f'(x) =0 = -5+ 24?0= 0 — 24?0 =5 = x2= 24500 .
X X

= X= 14480 =+21,91

Como no pude ser — 21,91 ya que las longitudes no pueden ser negativas. El Unico
punto posible maximo é minimo de f(x) es x= +21,91
0—2400-2x -~ 4800

Hallando la segunda derivada: f’(x) = S -
X X
Sustituyamos el posible max. 6 min. en dicha derivada: f'(21,91) = (-) < 0 maximo.
Six=2191 = y=2% _973g
21,91

Solucién: La hoja debe tener de ancho 21,91 cm y 27,38 cm de alto..
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5.- Entre todos los rectangulos inscritos en una circunferencia de radio 10 cm, calcula las
dimensiones del que tenga area maxima.

/\ Relacion: x*+y?=207 = y?*=400-x° = y= v400-x>

Funcion: A(x, y)=xy = A(X)=x-v/400-x* = /400x* - x*

Py \ Como la funcién es positiva se puede elevar al cuadrado sin que
& varien sus maximos y/o minimos:

f(x) = (A(x))? = x2 -(400 — x?) = 400x% — x*

Derivando: f'(x) = 800x — 4x°

Igualando a cero: f'(x) = 0 = 800x — 4x° =0 = x+(800 — 4x%) =0 = x =0 6 X = ++/200
= X = 14714 ( las longitudes no pueden ser negativas o cero) posible max. é min.

Hallando la segunda derivada: f"(x) = 800 — 12x*
Sustituyamos el posible maximo é minimo en dicha derivada:
'(14714) = 800 — 12+(14,14)> =- 1600 <0 = Maximo: x = 14'14 =

y = /400 (1414)" =200 =1414
Solucién: Tendra area maxima un cuadrado de lado 1414 cm.
6.- Se quiere construir un depdsito abierto de base cuadrada y paredes verticales con

capacidad para 13,5 metros cubicos. Para ello se dispone de una chapa de acero de
grosor uniforme. Calcular las dimensiones del depésito para que el gasto en chapa sea el

menor posible. (PAU, SEPT"2001)
fALL NS — — 2. = 13,5
Relacion: V=xxy=xy =135 = y= e
" Funcién: f(x,y) = x> + 4xy = f(x)=x*+ 4-)-(-[13’2 j= X2+ o4
X X
' _ 3 _
e Derivando: f'(x) = 2x + (QJ = 2X - >4
d & X X

2x* -54
2

X
Igualando a cero: f'(x) =0 = =0 = 2-54=0 = x=327=3,

posible maximo 6 minimo.

Hallando la segunda derivada: f(x) = 2+ 54'42)( =2+ g
X X
Sustituyamos el posible max. 6 min. en dicha derivada: f(3)=2 + %= 6>0 =
minimo: x=3 = y= @:1,5
32

Solucién: Para que precise la menor cantidad de chapa, la base debe ser un
cuadrado de lado 3 m y la altura 1,5m.
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UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK  MATEMATIKA I

25, Enpresa batek estalkirik gabeko kartoizko kaxak egiten ditu, 4000 zentimetro
kubikoko bolumenekoak. Kaxen oinarria karratua da.
Kalkula ezazu zer altuera duen eta oinarrian zer alde izan behar duen kaxa
bakoitzak fabrikazioan ahal den kartoirik gutxiena erabiltzeko.

(2012ko EKAINA-B)

= =

Kaxaren garapena eta azalera osoa:
x X x x Azalera = x* + 4xy
Baldintza, bolumena 4000 cm?:

Byaxa = 0Oinaren azalera - altuera

4000
X2

4000=x2-y 3y=

’ ]

Azalera funtzioan ordezkatu

Kaxaren azalera funtzioa:
4.00t 1
A = 2%+ 420 o A() = 12+ 120

Deribatuaren erroen artean aurkituko dugu funtzioaren minimoa:

, ~16.000
A(x)=2x+—2

—16.000 16.000

Ax)=0 =2x+ 2

16.000
x3= . x® =8.000=x = V8.000=x=20cm

Egiazta dezagun x = 20 cm funtzioaren minimoa dela:

~N

A<o 20 A>0
minimoa

Kaxen fabrikazioan ahalik eta kartoi gutxien erabiltzeko
kaxaren neurriak:

x=20cm
_ 4000 _
y—W—locm

0 =2x=7=>213=16.000=>

30
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27. Denda batean olioa saltzen da 2 eurotan litroa. xlitro saltzen direnean, era
guztietako kostuak (eurotan adierazita) hauek dira: 0,5x + Cx?. Eta badakigu 750
litro saltzen direnean lortzen dela etekin maximoa. Aurkitu C-ren balioa eta
lortutako etekin maximoa:

(2012ko UZTAILA-B)

Olioa 2 €/1-an saltzen denez, x litro saldutakoan bildutako dirua: 2x

Gastuak: 0,5x + Cx?
Orduan, Etekinak = Sarrerak - gastuak » f(x) = 2x - (U,Sx + sz)
) el —_—
etekinak sarrerak gastuak

f(x) =2x—0,5x — Cx? = 1,5x — Cx?.

f'(x) =15 —2Cx. / \

15
(=0 5=15-20x=0-15=2Cx = |x =] fr gc=70 ff
fra)= - *= = ebx S =on Maximoa

L5 _ = ) = .
5= =750 = 1,5 =750-2C — 1,5=1500C - C=;=0001

Etekin maximoa:

Fx) = 1,5x — 0,001 - 22 53 f(x) = 1,5 - 750 — 0,001 - 750 = 562, 50 €

31
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28. Izan bedi f (x) = x?e~%* funtzioa.
a) Aztertu funtzioaren gorapen- eta beherapen-tarteak.
b) Aztertu funtzioaren maximo eta minimoak eta egin haren grafikoaren

eskema.
2011ko EKAINA-A

y = x2e 2%

y' =2xe % + x%e7%* . (=2) = 2xe™ ¥ — 2x%e™ ¥

y =e . 2x—2x¥) =e"*-2x-(1—x)

e"2%=
Puntu kritikoak:e %% - 2x - (1—x) =0 - ZO<

x=1
—00 y'<0 (; y'>0 i y' <,0 56
mi!mo Maximo
erlatiboa: erlatiboa:
x=0 x=2
[F@=e2x-01-2)]
Laburtuz

Gorapen tarteak: (0,1)

Beherapen tarteak: (—o,0) U (1, )

Maximo erlatiboa: x =1 - f(1) =1%-e7 1 = e7! 5> Max.M(2,e™ 1)

minimo erlatiboa: x =0 — f(0) = 02 - e~2 = 0; minimoa: m(0,0)

32
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Adierazpen grafikoa:

MATEMATIKA Il

f(z:):a:z- - "

0

£

lim x2e™2* =
x—00

=0 (e % » x? delako)

y = 0 Asintota horizontala x — o doala

lim x2e 2% = o2~ 2(-®) = oo

x——00

33
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2
30. Aztertu funtzio honen muturrak eta asintotak: f(x) = ﬁ Egin grafikoaren

eskema
(2017ko EKAINA-B)

(a) Definizio-eremua:

x—=1=0 = x= 1denean funtzioa ez dago definituta
Beraz:

Definizio — Eremua — D.E.: R — {1}

(b.c) 1. Deribatuaren azterketa

o
YEy-i

C2x(x-1)-x*1_ 2P -2x-x? xP-2x x(x-2)
YETGIE T GeF GeE GoD

Puntu kritikoak:

N _ x(x=2) —
y'=0 -’(r—_ll‘_o =x(x=2)=0 =

x=0
x=2
#» Funtzioa ez daderibagarria: x—1=0 -x=1

Balio hauek zuzen errealean kokatuz, X ardatza hainbat
tartetan banatzen dute. Tarte bakoitzean deribatuaren
zeinua konstantea da (+ edo-).

34
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AB.

e y >0 0 y <0 T‘ y <0 i y >0 *
Maximo l minimo
erlatiboa: Asintota erlatiboa:

x=0 bertikala =2
x=0
vy _—1:(-1-2)
«y'( l)_—(—l—l)z =0
y _05-(05-2)
y'=x(x_2) - .y(O,S)—W<0
(x-1)?
Y8 =" <0
oy _3°3-2)
N y(:*!)——(:;_l)2 =0
Laburtuz

Gorapen tarteak: (—,0) U (2,)
Beherapen tarteak: (0,1) U (1,2)
Maximoerlatiboa: x =0 = f(0) = oo_:l =0 ; Maximoa: M(0,0)

miniimo erlatiboa: x =2 = f(2) = :Tzl = 4 ;minimoa: m(2,4)

35
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kalkulatu irabazi maximo hori.

34. Merkatari batek kafea saltzen du 2 € eta 75 zentimotan kiloa. Bi motatako
gastuak ditu, merkantziaren garraioa eta herri-ogasunari ordaindu beharreko
zerga bat. Saltzen duen kilo bakoitzeko, garraioaren gastua 25 zentimokoa da.
Herri-ogasunari ordaindu beharreko euro kopurua kalkulatzeko, saldutako kilo
kopuruaren karratua zati 1200 egin behar da. Aurreko datuekin kalkulatu
merkatariak saldu behar duen kilo kopurua irabazia maximoa izateko, eta

(2010ko UZTAILA-A).

Kafea saltzen du: 2€ eta 75 zentimo = 2,75 €
Saldutako kafe kiloak: x (kilo)

Sarrerak: 2,75 -x (€)

Garraio gastuak: 0,25x (€)

2
5 5 s X
Herri-ogasunari ordaindu: 00 €)

Beraz, irabaziak ematen dituen funtzioa:

2
I = Sarrerak — Gastuak = 2,75-x — 0,25 - x — 19;%

_ X X2
I(x)=250-x 1200—2,50 X=X

Funtzioaren deribatuaren erroen artean, maximoa aurkituko dugu:

"(y) = _r = _t.
I'(x) = 2,50 200 X 2,50 w00 X

Iy = S -1 =
I'(x)=0 - 2,50 w00 x—O—)Z,SO—GUU x = x=1500kg

P \
~ ///

1.500
! !
I Maximoa I

Irabaziak maximoak izan daitezen 1.500 kg kafe saldu behar ditu. Orduan,

irabazi maximoak:

x2
1200

I(x) =250 x—

- 1(1.500) = 2,50 - 1.500 —

1.500%
12

=1.875€
00

36
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19. Badakigu A eta B zenbaki positiboen karratuen batura 32 dela. Kalkula itzazu
zenbaki horiek haien arteko biderkadura, A-B; maximoa izan dadin.

(2014ko UZTAILA-B)

Biter X el ¥ bi o a Posfkko.
Ko 2
Feco. egartahen da xri=32 _» Y=32-X

7’:'_+ ' 32‘)(?‘
Bi 2enbaldon aview bideckgdure XY meximoea (radekp
X ek y nant ditufu 1D elatts

; imireten dudken
K peder Waduve Panlios maxim
et ( \:y;onn\/( aue Wi heg V“\\’“d“‘{/“)

B= )(»\132-)(z (_\l:\/’;Z:TQz A@QGWO)

/2.
—_— B
B = R = Vaaxiox = (32X )

| 3
By gw\\\«’on dkr[bal«h’u dupa ete By tharrsa ardertz
o"\d.bv(‘—\ MQK‘MOQL" durk(l—u[;(o &4"9{’“'

NG ( Gux-v
' 1) (642 T I Ttk
Ben < 3 (s (o) = 2 R

s
/?\:5{“3"&
\ -0 =» L.M:O = 6QK—‘((3:U / xf&’“ﬁ;iﬁ:«n‘&)
P < VExXTK L,x(ae—xz)zo > 4(-x'=0
16=x%
/ T~ x=4 ek ’><"
om
4
Maxime)

BiderKaduwe maximoa da [x= §l ckE:\GZ"T‘ZH Sivenem,

P
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20. £ funtzioa ekuazio honek definitzen du: f(x) =
arrazoituz:
a) f{x)funtzioaren definizio eremua.
b) f(x)funtzioaren goratze- beheratze-tarteak.
c) Egin ezazu funtzio horren grafikoaren gutxi gorabeherako marrazki bat.

———— Kalkula itzazu,

xz —5x+6

(2013ko EKAINA-A)
(

B £Uﬂ— e 9..»\\'\4'0 arverionala en Aags &ﬂP.NJuL(
x{—é 42@@&3\:(2& 2eve efu\.ev\ duten balis elarc e -

X—9K+6—;o < "
W

Herter,  Dom gcx): xeTR—-eZS\

Astioln bedtkalal(:
xI-SX+6 =0 <Xi
caate dercfun =2 qu 3 asinek bertikalak
Zf:@« aﬁ\oo_amle:wcwaﬁvuﬂak%

JORIRIP SRy Y
/ ,@2 (x-z)(x— o.-9 ©
[ Bie R
;(—>'2_ X WK =Sz-20
= (k-2 (4-3) ,(Q_*,"{} c,c-zm-n Toten o
_2=%2=-m»

ﬂ ,@.3- (;(-7.\(1-3)
Qz—,':, (ﬂ-?)()(-‘\) 2 _2/‘22:)_;_:*,)p

+
3& (/-—1)(1-3) 30

Bewnr, X=2 e x=3 ;?awhfoc‘ren csinete Vedikethic .

. AS[Y\“OE \ﬂorﬂﬂh“!&:

. 2 - 2:-0 ) As ot Horlowcky
6.!2 x’ sl 22 - g’—-’z(x«uha\
% B ke &

oo

Oy T o

,_/—————"/ X (¥=0/
X —a=-00 X'-

T (ﬁoAV\e\»\k \\w&?—’\ﬁ da)
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21. 200 cm luzeko segmentu bat bitan zatitu da. Zati batekin karratu bat eratu da, eta,
bestearekin, oinarria garaiera baino bi aldiz handiagoa duen laukizuzen bat. Kalkula
ezazu zati bakoitzaren luzera, baldintza hau kontuan izanik: Kkarratuaren eta

laukizuzenaren azaleren baturak minimoa izan behar du.
(2013ko EKAINA-B)

4x 6y

5y

2y
X
y y
b Zy
Baldintza: 4x + 6y = 200 - 2x + 3y = 100 - x = ==

-
Azalera = x* +2y* > A = (y) +2y?

—300+9y+8y __ 17y-300

2 2
’ 17y-300 300
A=0-""2=0-17y-300=0-y=">
~_ >
~h
300
17
minimoa
300 1700 — 900
_300 _100'3('1'7“)_T_4°°
Y =7 denean,  x= 2 T2 T17
Beraz, zatien luzerak: 4x =4 300 ﬂr:m eta 6y=6- 390 1800 cm
17 17 17 17

22. Elektronikako denden frankizia batek kalkulatu du asteko irabaziak (mila
eurotan adierazita) irekia duen 7 denda kopuruaren mende daudela, adierazpen
honen arabera: B(n) = —4n(2n? — 15n + 24)

Arrazoituz, kalkula ezazu hau:
a) Zenbat denda izan behar dituen asteko irabaziak maximoak izan
daitezen.

b) Irabazi maximo horien balioa.
(2013ko UZTAILA-A)
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Deribatua zein puntutan den 0 bilatuko ditugu:
B'(n)=—24n% +120n-96.

Deribatuaren balioa zero izatea dakarten puntuak hauek dira: n = 1 eta n = 4.
Maximoa zein den jakiteko, bigarren deribatua erabiliko dugu:
B"(n)=—-48n +120.

n = 1 denean, minimo bat dago, eta n = 4 denean, maximo bat dago. Asteko
irabaziak 64.000 euro izango dira.

23. f(x) = x® + Ax? + Bx + C funtzioa emanda:

a) Kalkula itzazu 4, Beta Cparametroen balioak, funtzioak x=0abszisa-
puntuan mutur bat izan dezan eta x=2puntuan beste mutur bat. Balio
bakarrekoak dira parametro horiek?

b) Zehaztu ezazu zer mutur mota den (maximoa edo minimoa).

¢) Irudika ezazu funtzioa "C=0kasuan
(2013ko UZTAILA-B)

a) Funtzioaren deribatua f’(x)=3x" +24x+ B da.
Mutur bat du x = 0 denean; beraz, B = 0 betetzen da.
Mutur bat du x = 2 denean; beraz, A = -3 betetzen da.
A-ren eta B-ren balioak finkatuta gelditu dira, baina C-k edozein balio erreal har
dezake.

Beraz, hau da funtzioa: f(x)=x"-3x"+C
b) f-ren bigarren deribatua hau da: /" =6x—6.
x = 0 denean, balio maximo bat du, eta x = 2 denean, berriz, minimo bat.

c) Hauda f(x)=x"—3x’ funtzioaren grafikoa:
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13. Izan bedi funtzio hau: f(x) = (3x — 2x?)e*

a) Kalkulatu f funtzioaren goratze- eta beheratze-tarteak.
b) Kalkulatu f-ren mutur erlatiboak (maximo eta minimoak).

(2015ko EKAINA-B)

f(x) = (3x — 2x%)e*

Fl(x) = (3 —4x)e* + (3x — 2x%)e* = f'(x) = (3 — 4x)e* + (3x — 2x%)e* -

= f'(x) =e*(3—4x +3x—2x?) - |f’(x) =e"(3-x— 2x2)|

oon

fl)=0—2e*@3—-x—2x>)=0-

x=1
3—x—212=0—»{ 3
x=-=

¥ <0 32 Y =0 T T =0
4 =
/ 7
fi(x)=e*(3—x—2x%) —
Goratze-tarteak: xXE (- ;, 1)

Beheratze-tarteak:  x € (—oo, —;) U (1,00)
Maximo erlatiboak: x=1,- f(1) = (3 -1-2- 12) el=e > M(1,e)

Minimo erlatiboak: x = — %. - f(— g) = (3 . (— %) -2 (— %)2) e =
3

3
(_3_?)3-5_,
2 2

19
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14. Horma irudi bat apaintzeko, zurezko marko angeluzuzen bat eraiki nahi dugu,
bost metro karratuko azalera bat zedarrituko duena. Badakigu markoaren
kostua zentimetroko 1,5 € dela alde horizontala eta 2,7 €, berriz, alde
bertikaletan. Zehaztu zer dimentsio aukeratu behar ditugun markoa ahalik eta
merkeena izan dadin.

(2015ko UZTAILA-A)

1,5 €/m

5
Azalera=5->x-y=5-y=—
27€/m |y x

5
Kosto funtzioa: F =15-2x+2,7 -2y =3x+2,7-2- = -

F=3x+Z
x
Beharrezko baldintza muturra izateko:
Fl=34 oo P =03-20m003=200xt= st =g X773
= — = - —_—— = -3 = —— = —— = -
X2 x? xz 3% x=3
Egiaztatuko dugu, x = 3 denean F kostu-funtzioak minimoa hartzen duela:
= o 7»,,,/—"
Bl
y' <0 x=3 R

Kostua minimoa da, markoaren dimentsioak: x=3 etay = ;

20
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15. Funtzio hau emanda:
_fax?* +3x  baldinx<2
f@) = {xz —bx —4 baldinx > 2
a) Aurkitu a eta b-ren balioak, jakinik f zuzen erreal osoan deribagarria
dela.
b) Kalkulatu f funtzioaren grafikoaren zuzen ukitzailea x=1 abszisa
puntuan,

(2015ko UZTAILA-B)

@

Jarraitasuna x=2 abszisa-puntuan:
Jim f(x) = rljgl_(axz +3x) =4a+ 6] jarraia izan dadin x = 2 abszisa — puntuan:

i, £6) = Jim o2 - bx = 4) = 25 Jim £ = lim £2) = /2
f(2)=4a—6 4a+6=-2b—>4a+2bh=—6-[2a+b=-3|

Deribagarritasuna x=2 abszisa-puntuan:

N _ f2ax+3 baldinx < 2
f(x)_{Zx—b baldin x > 2

f'(27) = 4a + 3] Derigarria izateko, albo — deribatuak berdinak:
f@h=4-b 4a+3=4-b-[4ath=1]

2§a++bb=:_13} —a=2 eta b=-7 funtzioa deribagarria izan dadin.

®)

x = 1 funtzioan ordezkatuz, puntuaren y ordenatua kalkulatuko dugu:

_{2x*+3x  baldinx <2
f) = {xz + 7x — 4 baldinx > 2

x =1 < 2denez, bigarren funtzioan ordezkatuko dugu: f(1) =2 - 1243-1=5

P(1,5)
Zuzen ukitzailearen malda lortzen da puntuaren abszisa deribatuan ordezkatuz:

f'(x)={4x+3 baldinx <2 - m=f'(1)=4-1+3=7
2x+7 baldinx > 2

Zuzen ukitzailearen ekuazioa:

P(1,5)

m='7} Sy=yotmx—x) > y=5+7-(x—1) »[y=7x-2|
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16. Har dezagun funtzio hau: f(x) = ax® + bx + ¢
c) Loritzazu a-ren, b-ren eta c-ren balioak, funtzioa koordenatu jatorritik
pasa dadin eta (1,-1) puntuan minimo bat izan dezan.

d) Hala lortutako funtzioak ba al du beste maximorik edo minimorik?
(2014ko EKAINA-A)

a) f(x)=ax?+bx+c — f'(x)=3ax*+b
Emandako informazioaren arabera,
e Koordenatu jatorritik pasatzen da; hau da, (0,0) puntutik:
f(0)=0-¢c=0
¢ (1-1) funtzioaren puntu bat da:
f=-1-a-13+b-1+c=-1-a+b+c=-1
¢ (1,-1) puntuan minimo bat izateko beharrezko baldintza:
fllx)=0->f'"(1)=0-3a-12+b=0—-3a+b=0

c=0
Beraz; a+b+c=—ll—» b
3a+b=0

- fe =i =ix

beharrezko
1 3 3 3 uturra 3 3 x=
b) f)=5x'=Jx > f'l0) =% —;——>f(0)=0-3 2—5=0—’{ =1
TS0 %) 7 =0 ? T=0

Beste maximo batdux = =1 = f(—1) = %(—1)3 —%(—1) =1 - M(—1,1) abszisa-

puntuan.
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17. Badakigu F funtzioa puntu guztietan deribagarria dela, (—oo, 0] tartean F (x) =
1+ 2x + Ax? formulak definitzen duela eta (0, ) tartean, berriz, formula

honek: F(x) = B + Ax
a) Aurkitu ezazu zer balio izan behar duten A-k eta B-k aurreko baldintzak

bete daitezen.
b) Irudika ezazu F.
(2014ko EKAINA-A)

a) Fen Q‘JV\M"UC e=tilG anffni‘}ull‘uo ﬂan‘h{oc da -

Ax%aix+4  x € (-2 0]

. ¥ e (oms)

Ax+DB

"Funh\'o: GLQYiSG:{mrl‘q deven r\u,\L_. ;“__’_hdﬂn/ J\G'Wq
’ve Aanfo .
baldinhelt x =0 abs#ds- puu)u.m‘ apls-

Jaxrved fesunaren
wedor = |
Fix) Javraic Naw dedin
;(e"\”YC?‘ (A "1”“ 1\—; i )(:0 i\g;‘H‘S¢~ /\uw'-u.qu s
&n;+ (AXHS\ =B ]T:_Tﬂ
x—>
1 j:i
2&0\ — Ao+-0% .
Benlehi &erlac.d P i faid dediv, éﬁﬁ%»a@en}q clt
= ui\'u-ﬁh be'd.ih&l/\' L2an be,/\ﬁr duira o
Ay o) = Tot)

F’Zx)— 2AX+2Z X € (2210} - 2A-D*2:A
3 X € (_O/D’)

A |2=AC

= 1
Beta, | A=2 el B= il, 4
\>_X 2xUax+d xelber ol
Fun= 2x+4A xe(o/”’)
g"‘x
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18. f(x) = x* — 3x + 1 funtzioa emanda, azter itzazu haren goratze- eta beheratza-
tarteak eta maximo eta minimoak.
Egin itzazu f-ren gutxi gorabeherako grafiko bat, eta erantzun iezaiozu,

arrazoituz, galdera honi: x-ren zenbat baliok betetzen dute f(x)=0 izatea?
(2014ko UZTAILA-A)

@ <€LX\ - X3—3X+ i
Fonho dexibatvaren 4 arven aﬂ—\tv\(a\e‘; eﬁ,\do d:f;zc
Gog vatu g«mh—fo deribegarri ba ten j:ralQ c\hc n,;;qks :
\ ¥ ova Worra e o

loca&j Ovd‘\‘fuvan\/(:)?ur;\.\-hg:\'ﬁ?ﬁd(; (EG‘Q"I\/\ Bg»\aya\kf“&v:c
denean be mhe\n n waluan maximo ev i
‘(}\:\C\::\A:\r:\::w( ('}G‘tl't’b( Scm\/(orf( t'}c‘-evc m

e

ev@tboa .

| ;4
= X
flo= 2x-3 = juten = S

ﬁ/

"X’/:_k_’?(./k/’l/ Hulipsd
s &'70 -3 f‘l() i’ K)() Govalorrs: X€ (-2, "
&\M.mVaK‘. X E (-4

minimo

L Zeers Wonc,
\:fé: o ev @b \L,W\’ H(-i,?’)

Mmoo 1 m(4,
| ereomes,

® Ayu dile pen grefilioa:
3 Tuntzo Aevibatuall  emandaléy

.(ngmma?:l‘oc ewaliln ondole
addeven pev 6r;9;uo< Lovhu Jlaﬁu
IWus oQa{\eVeum/ qu\h»foqm\
g\rz-e\'\(r.l«( hira puv\}‘u&‘ﬂ“\
mo’lrxaﬂ du X ‘\'VJ[‘J\’\/
bevar, =0 epaakahen
dp\-\revx ‘ntru loC»Qfo dauxﬂe
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6. Badakiguy = 2x — 10 zuzena f(x) = x* + Ax? + Bx — 1 funtzioaren
grafikoaren ukitzailea dela P(1, —8) puntuan.
a. Kalkulatu A-ren eta B-ren balioak.

arteko ebaki-puntuak.

b. Kalkulatu f(x) funtzioaren eta y = —15x — 1 ekuazioa duen zuzenaren

(2017ko UZTAILA-A)

@
f)=x*+Ax>+Bx—1 - f'(x)=3x>+2Ax+B
Azter dezagun emandako informazioa banan-banan:

» Funtzioaren grafika (1,-8) puntutik igarotzen da; beraz:

fA)=-8=1*+4-12+B-1-1=-8 >[A+ B =8

» (1,-8) puntuko zuzen ukitzailea y = 2x — 10 da; beraz, malda=2. Orduan,
deribatuaren balioa x=1 denean 2 da :
ff()=2=3-12+24-1+B=2 =>24+B=-1

Ondorioz,
A+B=-8 A=7
2A+B=—1} B=—15 = [f() =+ +72% —15x -1 |
()
y=-15x—1 3 ) -
y=x3+7x2—15x—1}_>x +7x*—15x—-1=-15x -1~
3 2 = 2 _ x=0
x° +7x —O—px(x+7)_0_,x:_7

12




ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK  MATEMATIKA Il

x4
12
a. Arrazoitu ea funtzioak maximo edo minimorik dituen ala ez. Baldin eta
halakoak baditu, kalkula itzazu.
b. Zer tartetan da gorakorra funtzioa?
¢. Aurkitu funtzioaren asintota guztiak.

7. Funtzio hau emanda: y =

(2017ko UZTAILA-A)

(a-b)

Funtzioaren lehenengo deribatuaren zeinuak gorapen eta beherapen tarteak
emango dizkigu eta baita mutur erlatiboei (maximo-minimo) buruzko informazioa
ere:

_ x4 Ly = 3x2x%—(x3+4)2x oy — 3xt-2x*-8x oy = x*—8x oy = x(x*-8)
Y x? (x2)* x* x* y x*
3
;) _ x"-8
y 3

Funtzio honen hazkundea alda daiteke deribatuaren erroetan edota asintota
bertikaletara hurbiltzean:

3_
> y' =0 —>xx38 =0-x-8=0-x=2

» x = 0asintota bertikalak

Hiru balio hauek hiru tartetan banatzen dute zuzen erreala. Tarte bakoitzean y’
deribatuaren ikurrak funtzioa gorakorra (y’ +) ala beherakorra (y' —) den esango

digu:
O
Y >0 0? y'<o 2 y'=0
1 4 - P
- ! minimoa -
T~ , x*-8 ’,//

— |y’ = x3 -

Laburtuz:

Goratze-tarteak: X € (—o0,0) U (2,00)

Beheratze-tarteak: x €(0,2)

Maximo erlatiboak: ez du maximorik.

Minimo erlatiboak: x=2-y= % = % = 3 — min. (2,3) puntuan

13
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©
in rizontal
. X+ - . % ; 3
lim = lim - = lim =% (ez dauka asintota horiz.)
X—00 X X—00 X’ X—00
. XO+4 - i & ;. i
lim —-= lim == lim -= —o (ez dauka asintota horiz.)
X——-00 X X——00 X' x==-001
Asintota bertikala
3
. x’+4
= (o0]
limEt =4 () - M - [x = 0 Jasint. bertikala
x—-0 x% 0 li Bra - :
ngL a

Asintota zeiharra
Zatiketa egin ondoren, zatidura asintota zeiharra da
x3+4 x?2
= x| asintota zeiharra
5 =

—x

4

Nola hurbiltzen da funtzioa asintota zeiharrera?

100° .

=10 Y s, = 1o = 10,0004 x = 0 doala: Yruntz. > Yosin,

s B Vasint. = 100 — Funtzioa asintotaren gainetik

=4
=X o 3
g =100y, = ot = =99,9996

' E —oo doala: S

Yasint. = =100 m—) (¥ 770000 Vruntz > Yosin.

Funtzioa asintotaren gainetik

Adierazpen grafikoa:
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3
8. Azter ezazu funtzio honen goratze- eta beheratze-tarteak: y = xf_ 7

itzazu haren maximoak eta minimoak. (2016ko EKAINA-A)

Lehenengo deribatuaren ikurren azterketa:

’

PG dhy (- 2)2 TV ST armar Y T ar-ae

x3 3% (k2 -4 —x3-2x , 3Bx*-12x?-2x* | x*-12x?
Vo= Y=

Jakina denez, funtzio baten zeinua alda daiteke funtzioaren erroetan edota ez-jarraitasun
puntuetan. Deribatuaren erroak eta ez-jarraitasun puntuak (izendatzailearen zeroak):

x*-12x2
. y’=0—»W=0—>x‘—12x2=0—)x2(x2—12)=0—v

o [zendatzailea =0 - (x> —4)?=0->x>-4=0->x*>=

Balio hauek zuzen errealean kokatu eta gero, tarte bakoitzean y’ deribatuak hartzen duen ikurra
aztertuko da tarteko edozein balio deribatuan ordezkatuz:

/\ e e

y __‘/— 2y <0 0 y <0 V12 y >0
\ — 2(x — 12)
R
Goratze-tarteak: x € (=0, —12) U (V12, )
Beheratze-tarteak: x € (—V12,-2) U (-2,2) U (2,V12)
3

Maximo erlatiboak: x=—12-y= %ﬁ)z—‘ _128‘/_2 %ﬁ ->M (—-\/i—, —@)
Minimo erlatiboak: x=ViZ-y= (\(f‘/_?)_‘ 121_ @ S>m (\/ﬁ,%ﬁ)
Adierazpen grafikoa:
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9. Funtzio hau emanda: f(x) = Ax® + Bx?> +C
a) Kalkulatu A, B eta C parametroen balioak, funtzioak propietate hauek
bete ditzan:
e (0,0) puntutik pasatzea.
e Maximo lokal bat izatea (1,2) puntua.
b) Kalkula itzazu x aldagaiaren balio guztiak zeinetan funtzioaren grafikoak
ukitzaile horizontala baitu. (2016ko EKAINA-B)

a) f(x)=Ax®+Bx?*+C - f'(x) = 34x* + 2Bx
Emandako datuen arabera:

> (0,0)puntutik igaro - f(0) =0~ A-0°+B-0*+C=0-[C=0]
> (L2)puntutik igaro » f(1)=2-A-13+B-1*+C=2->[A+B = 2|
> (1,2)puntuanMax.—>f’(1)=0—>3A-12+ZB~1=0—» 3A+2B=0

Ekuazio-sistema ebatziz,
A+B=24
3A+2B=0

Beraz, funtzioa honako hau da: f(x) = —4x3 + 6x?

b) Ukitzailea horizontala bada, malda nulua izango da.

m=0—»Hauda,f’(x):O—>—12x2+12x=0—»12x(—x+1)=0—>[ 12x=0—»
~x+1=0-[x=1]

Hau da, (0,0) eta (1,2) puntuetan zuzen ukitzailearen malda m = 0 da.

10. Kalkula itzazu A, B, C eta D balioak funtzio honek:f (x) = Ax® + Bx? + Cx + D
mutur erlatiboak izan ditzan (0,0) eta (2,2) puntuetan. (2016ko UZTAILA-A)

Funtzioa deribatuz: f(x) = Ax® + Bx> + Cx+ D — f'(x) = 3Ax* + 2Bx + C
e f(0)=0-A-0°+B-0°+C-0+D=0->D=0
e f(0)=0-34-024+2B-0+C=0-C=0
e f(2)=2-A-224+B-224+C-2+D=2-8A+4B=2
e f(2)=0->34-22+2B-2+C=0 -124+4B=0

Hortik, A=- ;B=;;C=0;D=0

N -

16
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11. Funtzio polinomiko hau emanda: p(x) = 12—4 —-x3+ x2_2

a) Kalkula itzazu p(x)-ren goratze- eta beheratze-tarteak.
b) Aurkitu haren maximoak eta minimoak.
c) Baaldax-ren balioren bat p(x) < 0 izatea dakarrena? Arrazoitu
zergatia.
(2016ko UZTAILA-B)

Problema ebazteko, P(x) funtzioa deribatuko dugu, eta hau lortuko:

P(x)=2x"-3x* +x. Zerora berdinduz, hiru balio lortuko ditugu. x = 0, x = 0,5 eta
x=1.Beraz, P(x)=2x" -3x" +x=2x(x-0.5)(x-1).
a) Hauek izango dira tarteak:

« Goratzea: (0.0.5)]J(1,+)
« Beheratzea: (—, 0.5, 1)

b) Erraz frogatzen da x = 0 eta x = 1 balioetan funtzioak minimo bat duela, eta
x = 0,5 balioan funtzioak maximo bat duela.

c) Minimoak x = 0 eta x = 1 puntuetan lortzen direnez eta bietan balioak
P(0) = P(1) = 0 direnez, funtzioa zero edo handiagoa izango da x-ren edozein
baliotarako. Beraz, ez dago x-ren baliorik P(x) < 0 betetzen duenik

"
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12. Polinomio hau emanda: fx)=x3+ax?+bx+c
a) Zehaztu a, b eta c koefizienteak, jakinik x = —1 etax = 1 balioetan
mutur erlatiboak dituela eta gainera, koordenatu-jatorritik pasatzen
dela.
b) Aztertu bi mutur erlatibo horien izaera (maximoak ala minimoak diren)

eta egin polinomioaren gutxi gorabeherako marrazki bat.
(2015ko EKAINA-A)

a) P(x)=x"+ax’ +bx+c = P'(x)=3x"+2ax+b

x=-1 mutur erlatiboa denez, P'(-1)=0 = 3-2a+b=0

x =1 mutur erlatiboa denez, P'(1)=0 = 3+2a+b=0

Bi ekuazio horiek ebatzita, hau lortuko dugu: @ = 0 eta b = -3. Eta, horretaz gainera,
funtzio polinomikoa koordenatu-jatorritik pasatzen denez: P(0)=0 = ¢=0

Beraz, hau da bilatutako polinomioa: P(x)= x'-3x.
b) Badakigu muturren izaera (maximoa edo minimoa) bigarren deribatuaren
zeinuaren araberakoa dela: P"(x) = 6x.

P'(-1)=-6<0 = x=-1 balioan, funtzioak maximo erlatibo bat du.
P'(1)=6>0 = x=1 balioan, funtzioak minimo erlatibo bat du.

Hau da P(x)-ren grafikoa:

-

»
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E nak:

x%-3 " "
1. f)= e funtzioa emanik:

a. Kalkulatu f-ren asintotak.

b. Adierazi zer tartetan den gorakorra eta zer tartetan beherakorra.
c. Muturrik al du f funtzioak? Horrela balitz, zein puntutan?

(2018ko EKAINA-B)

(@

e Asintota horizontala izan dezan zera egiaztatu behar

da:

xl_l.lpoo f(x) =k (konstantea); orduan,

Emandako funtzioan aplikatuz,

x> =3 o x?

lim =—>olim=s=Iliml=1=
x—o00 x2 — 4 [¢e) x—00 x2 X—00

e Asintota bertikala izan dezan zera egiaztatu behar

da:

lim f(x) = oo ;orduan, x=a
xX—a

funtzioaren asintota
horizontala da.

Asintota horizontala

funtzioaren asintota
bertitala da.

Funtzio arrazionaletan, asintota bertikalik izatekotan, izendatzailearen erroren bat

izango da:
- x =2
% 4=0 - {x -

Egiazta dezagun ea asintota bertikalak diren,

2
x“=3 1
lim =—=—=+4o
2_ 2 +
. 3 [1 +x2-4 0
lim =|=|-> (o) - X2 x
x—=2 x2—4 0 = lim -3 1 _ -
‘ 2= X2—4 0
x=2AB.
®-3 1 _ o
—2+x2—4  0”
I |2 > (4o0) » ¥
x—>—2" x2 T lim x?-3 1 .
‘ x-—2-x-4 0%

} — Asintota bertikal posibleak
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(b-c)

e Funtzioaren lehenengo deribatuak gorapen-beherapen eta maximo-minimo
erlatiboei buruzko informazioa emango digu:

x2 -3 L 2x-(x?—4)—2x(x? - 3) , 2x% —8x —2x + 6x
b ring A (2 — 4)2 TY ST roae
s —2x
Y =Gy

Funtzio honen hazkundea alda daiteke deribatuaren erroetan edota asintota
bertikaletara hurbiltzean:

' 2x
> y =0—>W=0—>—2x=0—>x=0

» x = 2etax = —2 asintota bertikalak

Hiru balio hauek lau tartetan banatzen dute zuzen erreala. Tarte bakoitzean y’
deribatuaren ikurrak funtzioa gorakorra (y’ +) ala beherakorra (y" —) den esango

digu:
> o , o
y'>0 2 y' >0 0 y' <0 2] ¥y <0
1 . 1 k4
v ,\ Maximoa /f P ~
\\\\ N\ / /’/
\\\ \ // /,/
~_ \ // e
, —2x
y' =
@7 =97

Laburtuz:
Goratze-tarteak: X € (—o0,—=2) U (—2,0)
Beheratze-tarteak: x €(0,2) U (—2,00)
Maximo erlatiboak: x=0-y= O3 _3 ,y (0 i)

’ (02-4 4 "4
Minimo erlatiboak: ez dago
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2. lzanbedi f(x) = x?e~* funtzioa. Aztertu gorakortasuna- eta beherakortasun-
tarteak eta maximo, minimo eta asintoten existentzia.

(2018ko UZTAILA-A)

Gorakortasuna-beherakortasuna. Maximo-minimoak.

fx) = x%e™™
Deribatua aztertuko dugu, honen ikurrak zein tartetan funtzioa gorakorra eta
zein beherakorra den esango digu; baita muturrik duen ere:

flix)=2x-e*+x%e™ (- = f(x)=2x—xDNe*=x(2—x)e ™~

e =0
ff(x)=0-x(2-x)e*=0-> x=0-x=0
2—x=0-x=2
y' <0
v

0 y' >0 2 ¥y <0

=
. ". _ o~
~ _

s |f'(x) =x(2— x)e‘x'[ /

Goratze-tarteak: x € (0,2)

Beheratze-tarteak: X € (—,0) U (2,00)

Maximo erlatiboak: x=2,-f(2) =(2)%e2=0- Max.(2,4e7?)

Minimo erlatiboak: x=0,- f(0) = (0)?e° = 0 - min.(0,0)
Asintotak

e Asintota horizontala izan dezan zera egiaztatu behar da:
J(l_l’rinm f(x) = k (konstantea); orduan, Asintota Horizontala

Emandako funtzioan aplikatuz,

2 Asintota Horizontala
7 2,7% — lim — = X 2 = — =
J11_{23:: e J11_1’1‘;1c g 0 (e* > x* delako)

x — co doanean

x — —oo doanean ez du asintota
lim x%e™ = (—0)? . e ) = 0. ¢” = co EH) horizontalalik
X—=—00

Funtzioa oo doa; adar parabolikoa du Y
ardatzaren norabidean.

7
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* Asintota bertikala izan dezan zera egiaztatu behar da:

lim f(x) = too ; orduan, [x =a]Asintota bertikala
xX—a

2
Ez du asintota bertikalik, }Eln"; xle ™™ = ;l;m; Jf; = 0 # too delako; ez dago a-ren

balio finitorik, non x — a doala funtzioa infiniturantz doan.

e Asintota zeiharra y = mx + n izateko:
m=limZ% % 0 eta = too eta n= lim(f(x) —mx) # too
X—00

x—oo X
Emandako funtzioan aplikatuz,

2,-x
X xce
m = lim f&) = lim
X=X X—c0 X

X
= lim xe™ = lim — =0 = ez du asintota zeiharrik
xX—00 xX—00 @

Adierazpen grafikoa:

tim ' e " = o0

Maximo

. lima® e * =0*

—_—

0 0 Eg T [ T = 0 o
minimo

Maxima
erlatiboa

min|
erlaliboa

Minimo erlatiboa, minimo absolutua da, funtzioak ezbaitu balio txikiagorik
hartzen (x=0 denean funtzioaren balioa y=0).
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3. Jakinik f(x) = x® + Ax? + Bx + C funtzioaren grafikoa (1,0) puntutik pasatzen
dela eta x=0 puntuan 1 balioa hartzen duen muturra dela,
a. Kalkulatu A, B eta C.

b. x=0 muturra zer da, maximoa ala minimoa?
(2018Ko UZTAILA-A)
@

fxX)=x3+Ax?+Bx+C - f'(x)=3x*>+2Ax+B
Azter dezagun emandako informazioa banan-banan:

» Funtzioaren grafika (1,0) puntutik igarotzen da; beraz:

f)=0=134+4-12+B-1+C=0 2[A+B+C=-1

» x=0 denean funtzioaren balioa (muturra dela ondoren erabiliko da) 1 da;
beraz:

f(0O)=1=0+4-02+B-0+C=1=[C=1
» x=0 denean funtzioak muturra du; beraz, lehenengo deribatua anulatu

egingo da x=0 ordezkatzean (beharrezko baldintza muturra izateko):

f'(0)=0 = 3-02+24-0+B=0 =[B=0]

Ondorioz,

c= > B=0 = |[f)=x-22*+1|
c=1

M) f)=x3-2x2+1 = f'(x) =3x2—4x=x(3x —4)

wis O

%
Deribatuaren erroetan muturrak aurkitzen dira: ffx)=0=>x(Bx—4)=0=> X

y'>0 0 y' <0 4/3 y' >0
Vo o s
~_ Maximoa A minimoa v
%
~

fx) =x@x-4)|

Hortaz, x=0 abszisa-puntuan funtzioak duen muturra maximo erlatiboa da. Beste mutur
bat ere badu, x=4/3 denean minimo erlatiboa.
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4. Hardezagun f(x) = x* + Ax® + Bx? + Cx + 7 funtzioa:

a. Kalkula ezazu A, B eta C, jakinik x = 0 abszisako puntuan funtzioaren
zuzen ukitzailea horizontala dela, x = 2 abszisako puntuan mutur

erlatibo bat duela eta, gainera, OX ardatza ebakitzen duela x = 1 denean.

Lortutako balioetarako, kalkulatu funtzioaren maximoak eta minimoak.

(2017ko EKAINA-A)

4 |
{= X HACIB 1ex 43 > P di3a5 2By +C

X =0 dewean 2 = -
vkihe esven =>f‘(o\=o=;> 4.0r3A-04+WBOLL=0 >
malda = 0 b =
» X'to\:o

mbur ertiliboc 324+ 12At4B =0
N“A‘IXL'L]:U 12A4 4B = -32.(3;!3A46‘-"8i

20
é‘:\t&:" = {W=0= AYACHRA G143 =0
m hHos)
10 s et gk 48 4B FEE0
ar /]

bau da fun=o \m

A B:-g . - L B=}'
BAtB:—g}Q Afoe
{

.0
3 2 4
. 2 4C =0
Xx=2 Almr\] (21\=o g0 q-2+3A 2 +2B

=X EX +F

36\'0/\, e«nk\‘oarev\ adLertpens - \__________—

|
la= Ux’-36X i Gl QO RTHEEIN (x=e
bl {0 axtawl=e < o sl=2)
£ £ < g Six=-2)
'W :’ {20 2 'so *

minime Hestmo 0\
erllder erCeAlec :‘aﬁ: »

K32 = {-3= (2)V-pluti= 46-32;4:4"!1\,(—2,—‘\ ?;‘&Ki

__——-1 —
fs O =% 2(0‘-‘: » e M\ Veimo C'&'k\“( d“&u‘e«
x=2 —» ft3=-9 —»\mz Lzr'ﬂ|mp\.‘~w erCfdoc
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5. Funtzio hau emanda: y = :xz

a. Zein da funtzioaren eremua? Zer tartetan da gorakorra?
b. Arrazoitu ea maximoa eta minimorik duen. Baizkoan aurki ezazu.

c. Kalkulatu kurba horrek x = 0 abszisako puntuan duen zuzen ukitzailea.
(2017ko EKAINA-B)

@bh)
Definizio-eremua: R — {—1, 1}
Lehenengo deribatuaren ikurren azterketa:

x (=2 —x-(=2x) , 1—x?+2x? , 1+x2

j— ' — - -
Y=Y (1—x2)? TV a7 T -z

Jakina denez, funtzio baten zeinua alda daiteke funtzioaren erroetan edota ez-jarraitasun
puntuetan, Deribatuaren erroak eta ez-jarraitasun puntuak (izendatzailearen zeroak):

2
ey =0- (:f%)z =0-1+x?=0-x?=—1- ez dusoluziorik. deribatuak ez du errorik.
s Izendatzailea=0—>1-x*=0-x*=1- Asintota bertikalak

Balio hauek zuzen errealean kokatu eta gero, tarte bakoitzean y’ deribatuak hartzen duen ikurra
aztertuko da tarteko edozein balio deribatuan ordezkatuz:

" e ~

g " T .
¥ >£\ y' >0 ’ ¥y >0
\ / _ — .

, 1+x% | i
Ve !
|
)
|
Goratze-tarteak: X € (—o0,—1) U (—1,1) U (1,0) |
Beheratze-tarteak: ez da beherakorra i
Maximo erlatiboak: ez du maximorik |
Minimo erlatiboak: ez du minimorik f
i
|

. . 0

x = 0 denean funtzioaren balioa: f(0) = =T 0 - P(0,0)

Zuzen ukitzailearen malda kalkulatzeko, x = 0 deribatuan ordezkatu behar da:

1+0%
(1-02)2

1+x2

r
Y = ey

—m=y'(0)=

Zuzen ukitzailearen ekuazioa:

P(0,0) _ — =
m=1} »y=ytmx—x) »>y=0+1-(x-0) - [y=1x]

11
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LAN-FITXAD.E1
DERIBATUEN ERABILERAK | (Ariketa ebatziak)

2_
1. f(x)= iz_i funtzioa emanik:

a. Kalkulatu f-ren asintotak.

b. Adierazi zer tartetan den gorakorra eta zer tartetan beherakorra.

c.  Muturrik al du f funtzioak? Horrela balitz, zein puntutan?

(2018ko EKAINA-B)
2. Izanbedi f(x) = x?e~* funtzioa. Aztertu gorakortasuna- eta beherakortasun-

tarteak eta maximo, minimo eta asintoten existentzia.
(2018ko UZTAILA-A)

3. Jakinik f(x) = x® + Ax? + Bx + C funtzioaren grafikoa (1,0) puntutik pasatzen
dela eta x=0 puntuan 1 balioa hartzen duen muturra dela,
a. Kalkulatu A, Beta C.
b. X=0 muturra zer da, maximoa ala minimoa?
(2018ko UZTAILA-A)
4. Hardezagun f(x) = x* + Ax3 + Bx? + Cx + 7 funtzioa:
a. Kalkula ezazu A, B eta C, jakinik x = 0 abszisako puntuan funtzioaren
zuzen ukitzailea horizontala dela, x = 2 abszisako puntuan mutur erlatibo
bat duela eta, gainera, OX ardatza ebakitzen duela x = 1 denean.

b. Lortutako balioetarako, kalkulatu funtzioaren maximoak eta minimoak.
(2017ko EKAINA-A)

5. Funtzio hau emanda: y = ——
a. Zein da funtzioaren eremua? Zer tartetan da gorakorra?
b. Arrazoitu ea maximoa eta minimorik duen. Baizkoan aurki ezazu.

c. Kalkulatu kurba horrek x = 0 abszisako puntuan duen zuzen ukitzailea.
(2017ko EKAINA-B)

6. Badakiguy = 2x — 10 zuzena f(x) = x® + Ax? + Bx — 1 funtzioaren grafikoaren
ukitzailea dela P(1, —8) puntuan.
a. Kalkulatu A-ren eta B-ren balioak.
b. Kalkulatu f(x) funtzioaren eta y = —15x — 1 ekuazioa duen zuzenaren

arteko ebaki-puntuak.
(2017ko UZTAILA-A)

x3+4
x?
a. Arrazoitu ea funtzioak maximo edo minimorik dituen ala ez. Baldin eta
halakoak baditu, kalkula itzazu.
b. Zer tartetan da gorakorra funtzioa?
c.  Aurkitu funtzioaren asintota guztiak.

7. Funtzio hau emanda: y =

(2017ko UZTAILA-A)
3
8. Azter ezazu funtzio honen goratze- eta beheratze-tarteak: y = ;—_4

Eta kalkula itzazu haren maximoak eta minimoak.

(2016ko EKAINA-A)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Funtzio hau emanda: f(x) = Ax3 + Bx? +C
a) Kalkulatu A, B eta C parametroen balioak, funtzioak propietate hauek bete
ditzan:
e (0,0) puntutik pasatzea.
e Maximo lokal bat izatea (1,2) puntua.
b) Kalkula itzazu x aldagaiaren balio guztiak zeinetan funtzioaren grafikoak
ukitzaile horizontala baitu.

(2016ko EKAINA-B)

Kalkula itzazu A, B, C eta D balioak funtzio honek:  f(x) = Ax®+ Bx? + Cx + D
mutur erlatiboak izan ditzan (0,0) eta (2,2) puntuetan.

(2016ko UZTAILA-A)

4 2
Funtzio polinomiko hau emanda: p(x) = x? -x%+ x?
a) Kalkula itzazu p(x)-ren goratze- eta beheratze-tarteak.
b) Aurkitu haren maximoak eta minimoak.
c) Baaldax-ren balioren bat p(x) < 0 izatea dakarrena? Arrazoitu zergatia.

(2016ko UZTAILA-B)

Polinomio hau emanda: f(xX)=x*+ax?>+bx+c
a) Zehaztu a, b eta c koefizienteak, jakinik x = —1 eta x = 1 balioetan mutur
erlatiboak dituela eta gainera, koordenatu-jatorritik pasatzen dela.
b) Aztertu bi mutur erlatibo horien izaera (maximoak ala minimoak diren)
eta egin polinomioaren gutxi gorabeherako marrazki bat.

(2015ko EKAINA-A)

Izan bedi funtzio hau: f(x) = (3x — 2x?)e*
a) Kalkulatu f funtzioaren goratze- eta beheratze-tarteak.
b) Kalkulatu f-ren mutur erlatiboak (maximo eta minimoak).

(2015ko EKAINA-B)

Horma irudi bat apaintzeko, zurezko marko angeluzuzen bat eraiki nahi dugu, bost
metro karratuko azalera bat zedarrituko duena. Badakigu markoaren kostua
zentimetroko 1,5 € dela alde horizontala eta 2,7 €, berriz, alde bertikaletan.
Zehaztu zer dimentsio aukeratu behar ditugun markoa ahalik eta merkeena izan

dadin.
(2015ko UZTAILA-A)

Funtzio hau emanda:
_fax*+3x  baldinx <2
fe) = {xz — bx — 4 baldinx > 2
a) Aurkitu a eta b-ren balioak, jakinik f zuzen erreal osoan deribagarria dela.
b) Kalkulatu f funtzioaren grafikoaren zuzen ukitzailea x=1 abszisa puntuan.
(2015ko UZTAILA-B)
Har dezagun funtzio hau: f(x) = ax® + bx + ¢
a) Loritzazu a-ren, b-ren eta c-ren balioak, funtzioa koordenatu jatorritik
pasa dadin eta (1,-1) puntuan minimo bat izan dezan.

b) Hala lortutako funtzioak ba al du beste maximorik edo minimorik?
(2014ko EKAINA-A)
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17. Badakigu F funtzioa puntu guztietan deribagarria dela, (—oo, 0] tartean F(x) = 1 +
2x + Ax? formulak definitzen duela eta (0, ) tartean, berriz, formula honek:
F(x) =B+ Ax
a) Aurkitu ezazu zer balio izan behar duten A-k eta B-k aurreko baldintzak
bete daitezen.
b) Irudika ezazu F.
(2014ko EKAINA-B)
18. f(x) = x® — 3x + 1 funtzioa emanda, azter itzazu haren goratze- eta beheratza-
tarteak eta maximo eta minimoak.
Egin itzazu f-ren gutxi gorabeherako grafiko bat, eta erantzun iezaiozu, arrazoituz,

galdera honi: x-ren zenbat baliok betetzen dute f(x)=0 izatea?
(2014ko UZTAILA-A)

19. Badakigu A eta B zenbaki positiboen karratuen batura 32 dela. Kalkula itzazu

zenbaki horiek haien arteko biderkadura, A-B; maximoa izan dadin.
(2014ko UZTAILA-B)

20. f funtzioa ekuazio honek definitzen du: f(x) =

a) f{x)funtzioaren definizio eremua.
b) f{x)funtzioaren goratze- beheratze-tarteak.

c) Egin ezazu funtzio horren grafikoaren gutxi gorabeherako marrazki bat.
(2013ko EKAINA-A)

2 . .
———— Kalkula itzazu, arrazoituz:
x2—5x+6

21. 200 cm luzeko segmentu bat bitan zatitu da. Zati batekin karratu bat eratu da, eta,
bestearekin, oinarria garaiera baino bi aldiz handiagoa duen laukizuzen bat.
Kalkula ezazu zati bakoitzaren luzera, baldintza hau kontuan izanik: karratuaren

eta laukizuzenaren azaleren baturak minimoa izan behar du.
(2013ko EKAINA-B)

22. Elektronikako denden frankizia batek kalkulatu du asteko irabaziak (mila eurotan
adierazita) irekia duen 7 denda kopuruaren mende daudela, adierazpen honen
arabera: B(n) = —4n(2n? — 15n + 24)

Arrazoituz, kalkula ezazu hau:

a) Zenbat denda izan behar dituen asteko irabaziak maximoak izan daitezen.

b) Irabazi maximo horien balioa.
(2013ko UZTAILA-A)

23. f(x) = x® + Ax? + Bx + C funtzioa emanda:

a) Kalkulaitzazu 4, Beta Cparametroen balioak, funtzioak x=0abszisa-
puntuan mutur bat izan dezan eta x=2puntuan beste mutur bat. Balio
bakarrekoak dira parametro horiek?

b) Zehaztu ezazu zer mutur mota den (maximoa edo minimoa).

¢) Irudika ezazu funtzioa "C=0kasuan
(2013ko UZTAILA-B)

24. f(x) = Ax3 + Bx funtzioa izanik, badakigu P(1,1) puntutik pasatzen dela eta,
gainera, puntu horretan haren tangentea y = —3x zuzenaren paraleloa dela.
a) Datu horiek jakinik, kalkula itzazu A-ren eta B-ren balioak.
b) Kalkula itzazu funtzioaren mutur erlatiboak eta goratze- eta beheratze-
tarteak; azkenik, marraztu ezazu funtzioa. (2012ko EKAINA-A)
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25. Enpresa batek estalkirik gabeko kartoizko kaxak egiten ditu, 4000 zentimetro

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32,

33.

34.

kubikoko bolumenekoak. Kaxen oinarria karratua da.
Kalkula ezazu zer altuera duen eta oinarrian zer alde izan behar duen kaxa

bakoitzak fabrikazioan ahal den kartoirik gutxiena erabiltzeko.
(2012ko EKAINA-B)

Har dezagun f(x) = x® + Ax% + Bx + C funtzioa:

a) Kalkula ezazu A, B, eta C parametroen balioak fren grafikoa (1,1) puntutik
pasa dadin, x=4balioan maximo bat izan dezan eta x=0balioan ukitzaile
horizontal bat izan dezan.

b) Kalkula itzazu funtzioaren mutur erlatiboak eta goratze- eta beheratze-
tarteak, eta marraztu ezazu funtzioaren grafikoa.

(2012ko UZTAILA-A)
Denda batean olioa saltzen da 2 eurotan litroa. xlitro saltzen direnean, era
guztietako kostuak (eurotan adierazita) hauek dira: 0,5x + Cx?. Eta badakigu 750
litro saltzen direnean lortzen dela etekin maximoa. Aurkitu C-ren balioa eta

lortutako etekin maximoa:
(2012ko UZTAILA-B)

Izan bedi f(x) = x?e~%* funtzioa.
a) Aztertu funtzioaren gorapen- eta beherapen-tarteak.
b) Aztertu funtzioaren maximo eta minimoak eta egin haren grafikoaren

eskema.
(2011ko EKAINA-A)

Izan bedi f(x) = x3+ax? + bx +c.
Aurkitu a, b eta c parametroen balioak baldintza hauek aldiberean bete daitezen: £
funtzioaren grafikoa (0,1) puntutik igarotzen da, ffuntzioaren ukitzaileak x=0eta
x=1balioetarako y = 3x + 5 zuzenarekin paraleloak dira.

(2011ko EKAINA-B)
Aztertu funtzio honen muturrak eta asintotak: f(x) = :—_21 Egin grafikoaren
eskema.

(2011ko UZTAILA-A)
ffuntzio bati buruz datu hauek ezagunak dira: R osoan deribagarria da, R osoan
gorakorra da eta puntu guztietan f{x)>0 desberdintza betetzen da. Datu horiekin
froga ahal daiteke h(x) = e/*) — f(x) gorakorra dela R osoan? Erantzuna

arrazoitu.
(2011ko UZTAILA-B)

Aztertu f(x) = x3 — 12x — 8 funtzioaren maximo eta minimoak eta gorapen- eta
beherapen-tarteak. Adierazi grafikoki f funtzioa.

(2010ko EKAINA-A)

Idatzi y = 10x + 2 zuzenarekiko paraleloak diren eta f(x) = 4x3 —2x + 1
kurbaren ukitzaileak diren zuzenen ekuazioak. Aztertru f funtzioaren maximo eta

minimoak.
(2010ko EKAINA-A)

Merkatari batek kafea saltzen du 2 € eta 75 zentimotan kiloa. Bi motatako gastuak
ditu, merkantziaren garraioa eta herri-ogasunari ordaindu beharreko zerga bat.
Saltzen duen kilo bakoitzeko, garraioaren gastua 25 zentimokoa da. Herri-
ogasunari ordaindu beharreko euro kopurua kalkulatzeko, saldutako kilo
kopuruaren karratua zati 1200 egin behar da. Aurreko datuekin kalkulatu
merkatariak saldu behar duen kilo kopurua irabazia maximoa izateko, eta
kalkulatu irabazi maximo hori. (2010ko UZTAILA-A)
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5 Determina a, b, ¢ y d para que la funcién:
g =ax® + bx? v ex+ d
tenga un méiximo relativo en el punto (0, 4) y un minimo relativo en el punto (2, 0).

g(0)=4
£(0)=1

¢(x) dene un miximo relativo en (0, 4) — {

g(x) tiene un minimo relativo en (2, 0) — [3 2)=0
£(2)=0

g =axd s bxtrexad

g = 3ax? + 2bx + ¢

=4 > d-4

£'0)=0 = ¢c=0

2(2)=0 > 8a+4b+4=0

g'(@2)=0 = 12a+46=0

da+2b=— }

N R
12a+4bo0] Z 4= 072

2

La funcién buscada es f(x) = %xa —2x2 4+ 4.

Es una funcién polinémica de tercer grado en la que xé;@m fx) =0 ¥y xgnfw f(x) = +eo, luego

(0, 4) es el mdximo relativo y (2, 0) es el minimo, por estar el primero a la izquierda del segundo.

6 Calcula el punto dela curva y = I 1 5 en el que la pendiente de la recta tangente sea mdxima.
+x
La pendiente de la recta rangente a f{x) = 1 1 5 en xes (). Tenemos que hallar el maximo de f"(x).
+ X
' —2x
x) =
£ (1+x%)?2

Buscamos los puntos donde la derivada de f"'(x) es 0:

£ = 2(1+x)2+2x . 2(1+ %) 2x _ —2(1+x%)+8x2 _ Gxt—2
(1+x2)4 (1+x%)?3 (1+x%)?

. 1_,¥3 fW313)=(=3{3)/8
f@=0 > 6220 = x:i\/;:i7<f’(—ﬁl3)=(3\/§)fs

Estudio del signo de /"

f'=0 fr<0 S0 , . . ,

: + lim f'(x)= lim f'(x)=0
7 Y~ 1T — P x o
7\/; N3

En x=- ? hay un miximo de f'(x) yen x= g hay un minimo de f"(x).

PD]' tanto, El PL]H[D cn EI que la Pﬁndiﬁﬂtﬁ dﬁ la recra tﬂﬂgﬁﬂ[ﬁ (=} m;iximﬂ €s:

(-5.3)
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7 De todos los cilindros que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio, halla la altura y el
radio del que tiene mayor volumen.

Llamaremos x al radio del cilindro e ya la mitad de la altura. Entonces:
x? +y2 =81 —= y= V81— x? donde x (0, 9).
El volumen del cilindro es:

V(x) =mx? . 2481 x% = 2mx?y81 -2

Para hallar el de volumen mdximo calculamos el maximo relativo de la funcién anterior.

V() = 2] 28T — 2 - 2 - XX =59
V81— 2 J81-x2

V() =0 = x(x2=54) =0 = x=0 (novale), x=-3/6 (novale), x=346

Estudiamos los signos de V'(x) cerca del punto singular:
V'=0 : V'<0
— 36 T~
x=3y6 = radio = 3y6 cm
y=3y3 = altura=2-33 =643 cm
V(36) = 2m - 54 - 81-54 = 1763 cm?

— En x =346 hay un maximo relativo.

8 La funcién f(x)=1- |x| si x€ [-2,2] verifica la igualdad f(-2) = f(2).
Justifica si es posible encontrar algin ¢ € (-2, 2) tal que f'(c) = 0.

l+x si —2<x<0

l—x si 0<x<2

fe=1-1x1- |
El teorema de Rolle dice que si f es continua en [a, &], derivable en (4, &) y f(a) = f(b), existe un
c€f(a, b) talque f'(c) =0.
Comprobamos si la funcién f cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 2]:

* Veamos si f es continua en x = 0:

J F0=F0)=1

lim 1-x=1

f es continua en [-2, 2]
* Estudiamos la derivabilidad de f:

f'(x):{l si x<0

—1 si x>0
(A7) = f'(1*). f no esderivable en x =0 — f no es derivable en (-2, 2).

. f no cumplc 185 hipé(ﬁSiS dﬁl teorema dC ROUE; por tanto, no pOdCﬂlOS EI.SCglll’ﬂ[ quec exista un

ce(-2,2) alque f'(c) =0.
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* Por tanto, si @=2 y b=19, se cumplen las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo
[2, 6]. En este caso quedarfa:

2x -3 si x<4 vy
f(x)i{—x2+]0x—19 si x4 ek
* Veamos dénde cumple la tesis:

FO-f2) 5_1 4
6-2 T 4 4
9

2

2 si x<4
2x+10 si x24

=1

2x+10=1 = x= = €(2,06)

La tesis se Cl_llTlPlC en ¢ = %.

72 Sea f(x) =1 —x2/3, Prueba que f(1) = f(~1) = 0, pero que f'(x) no es nunca cero en el intervalo
[-1, 1]. Explica por qué este resultado contradice aparentemente el teorema de Rolle.

JAGE % — No existe f(0)
x

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos aplicar el teorema de Rolle.
73 La derivada de una funcién f es positiva para todos los valores de la variable. ;Puede haber
dos nimeros distintos, @ y b, tales que f(a) = f(b)? Razénalo.

No es posible, si la funcién es derivable (y nos dicen que lo es, pues f'(x) > 0 para todo x).
Lo probamos por reduccion al absurdo:

Supongamos que existen dos nimeros distintos, @ y &, tales que f(a) = f(4).

f(x) esderivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, en el que f'(e) = 0.

Esto contradice el que f'(x) > 0 para todo x.

74 Calcula a, & y ¢ para que la funcién:

f(x)={

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ;En qué punto se cumple la tesis?

xrax+bh si x<2
ex+1 sixz2

* Continuidad:
—Si x#2 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x=2, tenemos que:

lim_ fix)= lim (Prax+b)=4+2a+b
x—2" =2

lim  fix)= lim (cx+1)=2c+1 Para que sea continua, hadeser 4 +2a+ b=2c+ 15
x—2* x=2 .
esdecir: 2a+b—2c=-3
F(2)=2c+1

* Derivabilidad:
—Si x#2 — f(x) esderivable. Ademds:

2x+a si x<2

fr(x)={£ six>2

} Para que sea derivable, ha de ser: 4 +a=¢
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“f(0)=b
f(4)=4f+1} b=dc+1

* Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle en [0, 4], ha de cumplirse que:

2a+b-2c=-3] a=-3
dra=c b=5
b=4c+1 c=1
En este caso serfa:
2x -3 si x<2

ro-{;

Y se cumplirian las hipétesis del teorema de Rolle.

si x>2

* Veamos dénde cumple la tesis:

F@=0 > 2x-3=0 — x= % e (0, 4)
Por tanto, la tesis se cumple en x = %

Pagina 301
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75 Dada la funcién:

F&) = JIn (3% + 2) + In (x> —10x + 20)

demuestra que existe un valor 2 € (1,2) tal que f'(a) = 0.
Menciona y justifica los resultados teéricos empleados.
Consideremos la funcién g(x) = 3* + x.

g'(x)=3"m3+1>0 = g(x) escreciente en IR. En particular lo es en el intervalo [1, 2].

Luego g(x) >g(1) =4 cuando x€[1,2] = Mn[g()] > in[g(1)] = /n4 >0 cuando x<[1,2] por
ser creciente la funcion logaritmo neperiano.

Consideremos ahora la funcién 4 (x) = x% — 10x + 20.

h'(x) =2x—10 <0 cuando x€[1,2] — h(x) decrecienteen x€[1,2] = h(x)>h(2)=4 —
= In[h(x)] > In [h(1)] =4 >0 por ser creciente la funcién logaritmo neperiano.

Por tanto, el radicando de f(x) es la suma de dos niimeros positivos y la raiz estd bien definida.
f(x) es derivable en el intervalo [1, 2].
f(x) esderivable en (1, 2).

JS()=yln4d+inll
o | W =@

Por el teorema de Rolle existe un valor 2z € (1, 2) tal que f'(a) = 0.
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76 [La justificacién de la validez de las afirmaciones permite trabajar la destreza expresién oral
de esta clave].

:Verdadero o falso? Razona la respuesta.

a) Una funcién que no sea una recta puede tener infinitos puntos en los que su recta tangente
sea y=1.
b) Si f'(a) =0, f"(a) = 0, entonces f no puede tener ni méximo ni minimo en x = a.

¢) Si un polinomio de grado 3 tiene un minimo en x = 2, ese minimo no puede ser minimo
absoluto.

d) Una funcién continua en [0, 5], que no es derivable en x = 3, no puede tener un mdximo en

x=3.
) Si y=f(x) escrecienteen x=a, entonces y=—f(x) es decre-
ciente en x= 4. Y

f) Si f'(a) = 0, f tiene un mdximo o un minimo en x = 4.
gSi f'@ =0, f"() =0 y f'"(a) = -5, f tiene un punto de
inflexion en x = a.

h) Si esta es la grifica de f'(x), entonces f tiene un minimo en -l\l/l X

x=-1 yun méximo en x=1.
a) Verdadero.

Las funciones y =sen x o y = cos x tienen infinitos puntos en los que la recta tangente es y = 1.
Sucede en los mdximos relativos de la funcién.

b) Falso.
Por ejemplo, la funcién f(x) = x* tiene un minimo relativo en (0, 0) y £'(0) = f"(0) = 0
¢) Verdadero.

La razén es que en un polinomio de tercer grado p(x) ocurre que:
M ) = veo & i p () = oo

o bien,
im p() =—e & lim p(x) = +eo
Los polinomios de tercer grado no tienen ni méaximos ni minimos absolutos.
d) Falso.
La funcién y =2 — |x - 3| no esderivable en x =3 y tiene un mdximo en ese punto.
¢e) Verdadero.
Supongamos que f(x) es creciente en x = a.
Entonces existe un entorno £ enel quesi x; <x; = flxg) < flxy).
Pero f(x)) < flx;) = —flx)) > —f(x;). Luego —f(x) es decreciente en ese mismo entorno E.
f) Falso.
La funcién y=x? escreciente en x =0, pero f'(0)=2-0=0.
g) Verdadero.
Si f"(a) = -5 — Existeun entornode x=4a enel que f"(x) es decreciente.
Como f"(a) = 0, en ese entorno, f"'(x) > 0 cuando x<a y f"(x) <0 cuando x> a.
Por tanto, la funcién pasa de concava a convexa y tiene un punto de inflexién en x = a.
h) Falso.
La tabla de los signos de la primera derivada es:
fo0 . fle0 . f50
T~ _

Por tanto, tiene un mdximo en x=—1 y un minimoen x =1,
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Para profundizar

77

78

En un experimento se han realizado cinco medidas del mismo objeto, que han dado los resulta-
dos siguientes:

my= 0,925 m, = 0,945 m = 0,895 my = 0,905 ms = 0,91

Se tomard como mejor aproximacion a la medida real el valor de x tal que la suma de los cua-
drados de los errores sea minima. Es decir, el valor para el que la funcién:

Ex)=(x-m)?+ (x—mp)?+ ...+ (x— m5)2
alcanza el minimo. Calcula dicho valor de x.
E@x) =(x-0,92)2 + (x—0,94)% + (x — 0,89)% + (x— 0,90) + (x— 0,91)2
E'(x) = 2(x—0,92) + 2(x — 0,94) + 2(x — 0,89) + 2(x—0,90) + 2(x—0,91) = 10x—- 9,12
E'(x) =0—>x=0,912
E"(x) =10 > 0 para todo x, por tanto, en x= 0,912 la funcién alcanza un minimo.
Ese minimo es:
E(0,912) =0,00148

33-x
Demuestra que existe o € (-1,3) tal que f'(a) = —_-41— siendo f(x) = [x2 + log(x2 — 2x + 7)] \“34

Menciona los resultados teéricos empleados y justifica su uso.

o(x) = 3 + log (x% = 2x + 7) es derivable en el intervalo (=3, 1) porque P-2x+7>0 para todo x y,
por tanto, log (62 =2x+7) es derivable:
2(x+1)

Q) 20 (x2=2x+7)In10

3/3 =
Blx) = ﬂ‘?"zﬁ) también es derivable en (-3, 1) aunque, tiene tangente vertical en x = 3 ya que:

T W IS
P - 3(6-2%)23

Por tanto, en el intervalo (=1, 3), f(x) es derivable, la derivada es:

o' (x)
o (x)

00 = a@P” = 00 = (P B (-l + B

y» por lo que hemos visto, existe en todos los puntos del intervalo.
Por otra parte, f(x) es continua en [-1, 3] porque lo son las funciones ol(x) y B(x).
Veamos ahora:

fED =1+ log (1 +2+7)]V§%=(1 +1)1=2

333
[

fB)=[9+lg(9-6+7)]"

Por tanto, por el teorema del valor medio, existe o € (-1, 3) tal que:

SBO=D 13 1
f@="3"C0y "4 i

=10%=1
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79 Cuando un globo estd a 200 m sobre el suelo y se eleva a 15 m/s, un automévil pasa bajo él con
velocidad de 45 km/h. ;Con qué velocidad se separan coche y globo un segundo después?

Ten en cuenta lo siguiente:

— El globo esti a 200 + 15¢ m de altura en el instante #.

— El coche estd a (45/3,6) - t m de la vertical del globo.

Halla la distancia entre ambos y averigua la velocidad de alejamiento cuando #=1.

La distancia entre el coche y el globo en funcién del tiempo es:

2
d(r) = 4ﬂ(200+15t)2+(;‘5( z) =4381,25¢2 + 6000z + 40000
, O

La velocidad de alejamiento es la derivada del espacio que los separa.
40 = 762,5¢ + 6000
24381,25:% + 6000z + 40000
Al cabo de 1 segundo es:

A1) = 762,5+6000
24/381,25+6000 + 40000

=157 m/s
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AUTOEVALUACION
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1 Halla los puntos de la funcién:

LRLE v
en los que la recta tangente sea paralela a la recta y = 2x - 3.
Para que lil recta [angcntc sea para]cla a la recta dﬂdﬂ, la pcndicn[c dC la recta [angcntc dCbE‘ ser 2.
S =dn (1 —cosx) —In (1 + cos x)

Filay= Senx _ senx —2senx _ —2senx _ 2
cosx+1  cosx—1 ot x_1 —sen®x Ssemx

ya que senx= () (en caso contrario no estaria definida la funcién).

fx=2—> 2 ) 5 osenx=1— x=T 4 2% con keZ.
sen x 2

2 Calcula los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los de concavidad
y convexidad de la funcién siguiente:

fFlx) = x|x-2|

—x(x—-2) si x<2 x? 4 2x si x<2
x(x=2) sixz22 [x¥P-2x sixz2

f(x):x|x—2‘ :{

ey | 2w+ 2 s x<2
f(x)'{zx-z siox>2

La funcién no es derivable en x=2 porque f'(27) = f'(2%).
“2x+2=0 - x=1<2

f@=0- {2x—2:0 - x=142
La tabla de los signos de la derivada primera es:
f'>0 , f'<0 ) f>0
/ 1 \ 2 /'

La funcién es creciente en los intervalos (—es, 1) y (2, +c2).

Es decreciente en el intervalo (1, 2).

f) :{

f s convexa es (—oo, 2) y concava en (2, +co).

-2 si x<2
2 six>2

3 Estudia el crecimiento de la funcién f(x) = e*(cos x + sen x) y determina sus maximos y minimos
para x € [0, 27].

Consideramos la funcién: f(x) = ¢*(cos x + sen x) para x € [0, 2m].
Calculamos la derivada:

Fx) = e*(cos x + sen x) + e*(—sen x + cos x) = e¥(2 cos x) = 2¢* cos x

I
x=
S x)=0 — cosx=0 < gﬂ: (para x€ [0, 2m])
x==
2
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Signo de la derivada:

) f'=0 , f'=0 , f'=0 ,
2 2
La funcién es creciente en [0, %)U(%ﬂ: 27:] y decreciente en (% Z—n)

Tiene un mdximo en (%, e“fz) y un minimo en (%ﬂ, —83“"2).

4 a) Estudia la curvatura de la siguiente funcién: f(x) = xtlnx
b) Escribe la ecuacién de la recta tangente que pasa por su punto de inflexién.
a) » El dominio de definicién de la funcién es (0, +es).
* [ es concava en los intervalos donde f”> 0 y convexasi f"'<0.

* Calculamos /"y f™:

f(x):xz-l'nx %f’(x):Zx-lnx+x2-%:x(Zlnx+1)
fe)=1-Qhx+ l)+x(2-i):2[nx+3
x

[ =0 = 2mx+3=0 — t'nx:—% — x=¢302 —)f(e’j"z):—%e’3

* Estudiamos el signo de f teniendo en cuenta el dominio de f; (0, +00), y el punto donde
&) =0, x= ¥ =0,22:
Signo de la derivada:

* Conclusiones:

— f es convexa en (0, e32),

-3/2
>

— f es concava en (¢ +oo),

— Punto de inflexién: (5'3"2, —%5_3)

b) « Pendiente de la recta tangente en x = e,

= e 2 e Qb e 4 1) = E—alez.(7%)+1 _ .32

* Ecuacion de la recta tangente en (5‘3’2, —%9‘3):

y= _%673 — 26732 p-3I2)
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59 Un rectingulo tiene sus vértices en los puntos (0, 0), (2, 0), (0, b) y (4, b), donde a>0,6>0 y,
ademds, el punto (a, b) estd situado en la curva de ecuacién y = :2 +9.

De entre todos los rectingulos que cumplen esas condiciones, determina el rectdngulo de drea
minima y calcula dicha drea minima.

1

5 +9

Tenemos la igualdad: & =

a
. 1 1
Arca=A=ab=a —2+9 =21 4194
a a

o, 6]\

1 1
2:0—)4:*

a 3

‘ 1
54+ " " uz - = ar
: : A p — A" >0 cuando 2 3 » por tanto, para

A=9-

X este valor de @, la funcién alcanza un minimo.

(a,0) 5 Buscamos ahora el valor de &:

I U
b= p +9= (1/3)2

+9=18
El drea minima se alcanza cuando « = % y & =18. Dicha drea serd de 6 u’.

60 Considera un tridngulo isésceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya altura es de 5 cm.
Se quiere determinar un punto A situado sobre la altura a una distancia x dela base, de manera
que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo sea minima. Observa
la figura:

12 cm

a) Demuestra que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo viene

dada por la expresion f(x) = 5 — x + 2{x% + 36.
b) Calcula el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
¢) Calcula dicha cantidad minima.
a) Distancia de A a los vértices de la base: 36+ x2

Distancia de A al vértice superior: 5 — x

La suma de las tres distancias es f(x) = 5 — x + 2436+ x?

2x —36+ x% + 2x

+ =0—-

V36 +x2 Y36+ 52
S =12 5x=23

" 72
f () = (36+x2)512

b) £ (x) = -1 20 o Y36+ a2 =2x 536+ =4 >

La segunda derivada es positiva para cualquier valor de x, por tanto, en x = 243 se alcanza un
minimo de la funcién.

Q) f(2y3)=5-2y3 +2{36+12=5-23 +2.2/48 =5+ 643
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61 Las manecillas de un reloj miden 4 cm y 6 cm; uniendo sus extremos se forma un tridngulo.

a) Demuestra que el drea de ese tridngulo viene dada por A(x) = 12sen x, donde x es el dngulo
que forman las manecillas.

b) Halla x para que el drea del tridngulo sea mdxima y calcula dicha drea.
a)
Si ]lamﬂmos X ﬂ_l éngu]o quec forman 125 manccillas, la al[ura dCl

tridngulo sobre la manecilla mayor es @ = 4 sen x.

6-4sen x

El drea del tridngulo es A(x) = = 12 sem x, con

x€ (0,7) para que se pueda construir el mismo.

b) A'(x) = 12 cosx

A'lx)=0 = 12cosx=0 = x= %

A"(x) ==12 sen x

A(%) =-12<0 > x= %, A(%) =12 es el maximo relativo.

Las manecillas deben ser perpendiculares para que el drea sea médxima y ésta es de 12 cm?.

62 La velocidad de una particula en m/s, viene dada por la funcién » (¢) = (t2+20e™* con t20.
a) ;:En qué instante del intervalo [0, 3] se alcanza la velocidad médxima?
b) Calcula N E'i’m v () e interpreta el resultado.
a) ¢(0) = 0 m/s
#(3) = 15/&* = 0,75 m/s
Vamos a ver ahora si tiene mdximos o minimos en el interior del intervalo:
() =—(F-2)ef=0 = £-2=0 = £=42 (no consideramos la raiz negativa).
t= 2 estien el intervalo (0, 3) por tanto, calculamos la velocidad de la particula en ese instante.
v(y2) = 2+y2)e 2 = 1,17 mfs
El minimo se alcanza en el instante £=0s y el mdximo en el instante ¢ = V2.

2
b) (P4 2007 = £ *2t

El numerador es una funcién polinémica y el denominador es una funcién exponencial de expo-
nente positivo (un infinito de orden superior), por tanto, la funcién tiende a 0 cuando £ — +oo.
Esto quiere decir que la particula tiende al reposo con el paso del tiempo.

63 Dada f:[1,¢] — IR definida por f(x) = % + In x, determina cudles de las rectas tangentes a la
grifica de f tienen la médxima pendiente.
La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(«). Tenemos que hallar el miximo de:
fx) = _1 . , x€[l, ¢
X x
Calculamos la derivada de f"(x); es decir, f"'(x):

vy 21 _2-x
f(x)ixj_xli Xs

f'6)=0 = 2-x=0 - x=2¢€(l,¢
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(En x =2 hay un mdximo relativo de f"(x), pues f"(x) >0 ala izquierda de ese valory f"(x) <0
a su derecha).

Hallamos f"(x) en x=2 y en los extremos del intervalo [1, ¢]:

F@=1-025 F1)=0; f(9=2=L ~023
4 52

Por tanto, la recta tangente con pendiente mdxima es la recta tengente en x = 2. La hallamos:
£ = % +In2; £1(2) = %

Larectaes: y= % +n2+ %(x—Z)

| P P |

64 Andlisis asociativo. [El docente puede pl preguntas

de la situacién pl da por el probl pa.rra trabajar esta estrategia].

Calcula las dimensiones del tridngulo isésceles de 4rea maxima, inscri-
to en una circunferencia de 4 m de radio.

Cada tridngulo isésceles cuya base se encuentre por encima del didmetro horizontal se corresponde
con otro que tiene la misma base y estd situado por debajo del didmetro horizontal. El drea de este
segundo tridngulo es necesariamente mayor que la del primero porque tiene la misma base y mayor al-
tura. Por eso podemos limitarnos a los tridngulos cuya base queda por debajo del didmetro horizontal.

Si llamamos x a la distancia del centro de la circunferencia a la base del tridngulo y & a la medida
de la base tenemos:

g:le—xz — b=2Y16-x> con x€[0,4)
2
El drea del tridngulo es A(x) = M: V16— x2(x +4).

A'(x):—‘/mx_xz(x+4)+«/16—x2=—2x2;'62%—f
= i

A =0 - x2+2x+8=0 — x=2, x=—4 (no vale) v

El drea médxima se podrd dar en x =0, por ser un extremo del intervalo, o en x= 2.
x=0, A0) = 16 cm?
x=2, AQ2) = 1243 = 20,785 cm? (4rea maxima)

La base del tridngulo mide 443 cm y la altura, 6 cm.

Cuestiones tedricas

65 Comprueba que f(x) = %% — 18x, definida en el intervalo [0, 3 2], verifica las hipétesis del teo-
rema de Rolle y encuentra el valor ¢ €(0, 342) parael que f'(c) = 0.

f(x) =x3—18x es derivable en todo [R: por tanto, es continuaen [0, 3y2] y derivable en (0, 342).
Ademis, £(0) =f(3\/§) = 0. Luego verifica la hipétesis del teorema de Rolle en [0, 342].
Existe, pues, un ¢ € (0, 342) tal que f'(c) = 0.

x=—y6¢ (0,342)

Lo calculamos: f'(x) =3x>~18 =0 — x=+/6 <x=JEG (0,342)

Por tanto, ¢ = 6.
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66 La funcién y=x>—5x% + 3x—2, ;cumple las hipétesis del teorema del valor medio en el inter-
valo [0, 4]2 En caso afirmativo, di cudl es el x;, que cumple la tesis.

f) = x3 = 5x2 + 3x—2 es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4); luego cumple las hipétesis del
teorema del valor medio en [0, 4].

Veamos en que punto, o puntos, cumple la tesis:
fx)= 3x2-10x+3

f@-fO _-6-() 622 __,
4-0 A 4

F)==1 > 3x2—10x+3=-1 = 3x>—10x+3=0
_10+/100-48 10+y52 10+2{13 5:y13
Z - - -

6 6 3
Hay dos puntos: x, = 2 _;B y X = 5+?;/B
— si 2sxs<-1
67 Se tiene la funcién: f(x) =1 , 3
x2—

si -1<x<0

Prueba que f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0] y calcula el o los
puntos en los que se cumple el teorema.

Veamos que f(x) es continua en [-2, 0]:
* Si x#-1 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos funciones continuas.

*Si x=-1:

. _ 7 5 ] L
= i, (1)

5 _ x2—3)_ ; =
xé,’ﬂ’ﬂx)_xliﬁl( ==1| f(x) escontinuaen x=-1

2
A)=-1
Por tanto, f(x) es continua en [-2, 0].

Veamos que f(x) es derivable en (-2, 0]:

Si x2-1y x€(=2,0), f esderivable. Su derivada es:

169 = ‘;—i si 2<x<-1

x si —l<x<0

En x=-1, tenemos que:
[E) =17
Por tanto, f(x) es derivable en (-2, 0).

Su derivada es:

=1 .
— si 2<x<-1
xl

x si -1sx<0

o
Como f(x) cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0], existe algin punto,
_SO-f2) _-32-(-1/12) -1

cE (—2, ()), tal que f’(f) = 0 _(_2) = 2 2
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Calculamos ¢:

. '(x):_—l si 2<x<-1
2
X
1_71 2_ x:—ﬁe(—.’l,—l)
22 O pean

X
e fllx)=xsi -12x<0
1
=-=€(-1,0
x=-5 €10
* Por tanto, hay dos soluciones:

51:*% y a=-\2

68 ;Es posible calcular 4, b, ¢ para que la funcién:

5x+1 si <1
fl) = {a_t2+bx+3 si x2z1

cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, ¢]?

El teorema de Rolle dice: Si f es una funcion continuaen [0, ¢] y derivable en (0, ¢) y £(0) = f(e),
existe algin punto x € (0, ¢) tal que f'(x) = 0.

Calculamos 2 y & para que f(x) sea continua y derivable.
« Continuidad:
—Si x=1 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x=1, tenemos que:
x[z?;’ fla)= x!zaml (5x+1)=6
lim_ fix)= lim (ax® +bx+3)=a+b+3 1 Para que sea continua, hadeser @+ &+ 3 =06; es
x—=1* x=1

) be3 decir: a+b=3
=a+b+

Derivabilidad:
5 si x <l

—Si x=1 = f(x) esderivable. Ademds: f'(x) = {2ax+5 G oxsl

—En x=1, tenemos que:

fa)=5

F(19)=2a+ b} Para que sea derivable, ha de ser: 22+ 6=5

Con las dos condiciones obtenidas, hallamos # y & para que f(x) sea continua y derivable:

a+b=3 | b=3-a
2a+b=5| 2a+3-a=5— a=2 — b=1

Con estos valores de # y b, queda:
S5x +1 si x<1 s 5 si x<l
f(x)7{2x2+x+3sixz] f(x)7{4x+l si x21
f) >0 paratodo x€lR — f(x) escreciente — No existe ningtin valor de ¢ @l que f(0) = f(¢)
puesto que:

f0)=1

5 2% 4c+3=1 > 2% 4+¢642=0 = r:M no tiene solucién.
fl)=2c"+c+3 4

No existe ningtin ¢ tal que f(x) cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en [0, ¢].
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69 La funcién f(x) = |cos x| toma en los extremos del intervalo [0, ] el valor 1. ;Cumplird el
teorema de Rolle?

cosx si O<x<m/2 .
X es continua en [0, n].
—cosx si W2<x<m

flx) = {
Ademis, £(0) = f(m) = 1.

La derivada de f(x), si x= % es: fllx) = [;:ix z: ?t;’(?i;tfi

(m\ A . o
Como f(2 ) = lsef(z ) =1, f(x) noes derivable en x = 2 e (0, mm.
Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (0, 7); y no podemos aplicar el teorema de Rolle.
70 Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cudnto tiene que valer f(5)
para asegurar que en [0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.

Si f(x) es continua en [0, 5] y derivable en (0, 5), por el teorema del valor medio, podemos asegurar
que existe ¢ € (0, 5) tal que:

- fO)
SO=
En este caso: f(c) = fgsjgs :@ =8 — f(5)=43

71 Calcula a y & para que:

ax -3 si x<4

f(x) = [—x2+10x—b sixz4
cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2, 6]. ;Dénde cumple la tesis?
El teorema del valor medio dice: si f es una funcién continua en [2, 6] y derivable en (2, 6), existe
6 — (2
algtin punto c€ (2, 6) tal que f'(c) = %
* Continuidad:
—Si x24 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos polinomios.
— En x=4, tenemos que:
x!i)nfj_ﬂx):xlimé (ax —3)=4a-3
lim  flx)= lim (~x2+10x —b)=24—b} Para que sea continua, ha de ser; 4a—3 =24 - b;
x—>4* x4 :
es decir: 4a+ b=27
fd)=24-b

¢ Derivabilidad:
a si x<4

—Si x24 — f(x) esderivable. Su derivada es: f'(x) = {—2}:4—10 G x4

—En x=4:
";,Ej;i : ;] Para que sea derivable, ha de ser: @ =2
« Uniendo los dos resultados obtenidos:
4a+b=27| a=2
a=2 b=19
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36 si k20

b) £(x) = {382” si x<0

) = 6™ si x<0

—6e7™ si x>0
La funcién no es derivable en x =0 porque las derivadas laterales en dicho punto no coinciden.
La primera derivada nunca se anula. Por tanto, su tabla de los signos es:

f>0  [<0

P

Es creciente en (oo, 0) y decreciente en (0, +co).

£ =

1262 si x<0

1262 si x>0

Como la segunda derivada es positiva, es concava en (—o, 0) y en (0, +o0).

47 Calcula el méximo y el minimo absolutos en el intervalo [-2, 3] de la funcién:
f) =e(x*+1) + (x-3)

La funcién dada es continua en el intervalo [-2, 3] luego alcanza su mdximo y su minimo absoluto.
Estos pueden ser los extremos del intervalo o los maximos y minimos relativos.

)= 2

224l
F@=0 > 21120 > x=-1
x“+1
Evaluamos:

x==2, f(-2)=In5-5~-339
x==1, f(-1)=l2-4=-331
x=3, f3)=In10
Su minimo absoluto es el punto (=2, /i 5 = 5) y su mdximo absoluto es el punto (3, /2 10).
48 a) Siendo /(x) la suma de las coordenadas del punto P(x, f(x)) de la grifica de
S = 2%+ 23 + x2—x + 1. Calcula los extremos relativos de h(x).
b) ;Tiene /(x) algiin extremo absoluto?
a) b(x)=x+f(x)=x4+x3+x2+ 1
b'(x) = 4x3 + 357 + 2x
P =0 — 4x3+3x24+2x=0 = x=0
bh(x) = 12x% + 6x + 2
h"(0)=2>0 — En x=0 hay un minimo relativo.
x=0, #(0) =1 — El minimo relativo es (0, 1).

b) El minimo relativo es necesariamente un minimo absoluto porque la funcién siempre decrece a su
izquierda y siempre crece a su derecha.
2 2
s x= )
49 El punto P(x,y) recorre la elipse 25 + 5 - 1.

Deduce las posiciones del punto P para las que su distancia al punto (0, 0) es mdxima y también
aquellas para las que su distancia es minima.

La distancia entre P(x, y) de la elipse y el origen de coordenadas es 4 = J(x —0+(y-0)? = N 5.
Estd definida para valores de x en el intervalo [-5, 5] y de y en el intervalo [-3, 3]. (Si x o y tomaran

valores fuera de esos intervalos, no se cump]iria la ecuacion de la c]ipse).
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Usando la derivacién implicita:

de e+2y'  xvypy
2 x2+yl 1j'x‘"+y"'

Por otro lado, derivando implicitamcme la ecuacién de la c:lipsc:

'

2 2 W w9

25779 9 "725 )T Tasy

Sustituyendo en la expresion de la derivada:

9x)
, X+ |-

Jx2+y2 V’x2+y2 25 fo2+y2
d'=0 — x=0

Por tanto, las distancias mdximas o minimas se pueden alcanzar en los extremos x=-5, x=5 oen
el punto singular x = 0.

Caleulamos las ordenadas de los puntos:
2
x==5 > 1+%=1 - y=0

52
x=5— 1+?=1 — =0

y2
x=0 = O+?:l — y=-3,y=3

Evaluamos en los cuatro puntos obtenidos:

x==5y=0 - d=5

x=5,9=0—>4d=5

x=0,y=-3 - d=3

x=0,y=3 > d=3
La distancia mdxima se alcanza en los puntos (-5, 0) y (5, 0).
La distancia minima se alcanza en los puntos (0, -3) y (0, 3).

NoTa, Grificamente es muy sencillo comprobar estos resultados porque la elipse dada estd centrada en
el origen, su semieje mayor mide 5 unidades y su semieje menor, 3. La distancia maxima se alcanza
en los extremos del eje mayor y la minima en los extremos del eje menor.

Sean x e y dos nimeros positivos cuyo producto vale 16. ;Puede x +y ser menor que 72 Razona
la respuesta.

Supongamos que xy =16 con x,y>0 — y= 16 on x5 0.
x
Consideremos que la funcién f(x) = x + &, que es continua y derivable en (0, +eo).
x
f=1-1¢
X
16
-5 =02 x=4
xZ
f<0 ) f'>0
~. 4 _—

x=4, f(4) =8 — (4, 8) es el minimo absoluto de la funcidn en (0, +co).

Asi la suma minima es 8 y, por tanto, no puede ser menor que 7.
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Se desea vallar un terreno rectangular usando 100 m de una tela metilica. Se ha decidido dejar
una abertlu'a. de 20 m Siﬂ va.lla.r €n uno dE los la.dos dE la parcela pa.r:l. cnlol’.‘ar una puerta. Calr.‘l.lla
las dimensiones de todos los lados de la parcela rectangular de drea mdxima que puede vallarse
de esa manera. Calcula también el valor de dicha 4rea maxima.

J

20m

Segtin los datos del enunciado:

2x+y+y-20=100 = x=60-y

Por otra parte:

Area = A =xy= (60 - y)y = 60y—*

A'=60-2y=0 — y=30

Si volvemos a derivar vemos que la scgunda derivada es A"=-2<0 para cualquicr Xy que, por
tanto, en y = 30 la funcién alcanza un méximo.

Por tanto, las dimensiones del terreno deberin ser y=30m y x=60-30=30m.

El drea méxima es de 302 = 900 m?2.

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad méaxima. ;Cual debe ser el
radio de la base?

10 cm

102 =2+ h? - »= 4102 - h? (descarcamos la raiz negativa al estar tratando con longitudes).

Volumen =V = nrh n(102-hAh _ x(100-h’)
3

3 3
Por tanto:
_ w(100-3hY) 4 , o 10
= 3 5
V"= -2nh

. . 10
El valor dC lEl scgunda dﬂrlvﬂdﬂ s nega[lvo cuando h = ﬁ; pﬂr tanto, para este Vﬂlof dC h 5C ﬂlCﬂﬂZﬂ
el volumen midximo.

Finalmente:

r= ,J‘l(}(L@:lo\/Z cm
3 3

43



ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

53 En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya drea
lateral es 50 cm?. ;Cuil debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea

miximo?
h
. . 10 em A .
El drea lateral del cilindro es 50, por tanto: =
anh:SO—)h:i 10 cm

2nr
Volumen = V= m? h = 50 257
2nr
V' =25 > 0 para todo .

El volumen es creciente. El radio para el que volumen es mdximo lo marcan entonces las dimensiones
del cuadrado. Por tanto, el radio que buscamos es = 10:2 =5 cm.

54 En un tridngulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se inscribe un rectin-
gulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del tridngulo y dos de sus vértices sobre
los lados iguales:

a) Expresa el drea, A, del rectdngulo en funcién de su base, x, y di cudl es el dominio de la
funcién.
b) Halla el valor maximo de esa funcién.

_— -
a) A Los tridngulos ABC y DEC son semejantes; luego:
AB=10cm /! @ E
: DE EC
D Como: AB =10 cm ﬁ:y BC =6cm  EC = 122—x
¥ Tenemos que:
FE ¢ 0__6 _, 10 2
X ¥y 12— x y 12-x
1Zem 2

10012-%) 5(12-x)  60-5x
12 6 6

Por tanto, el drea del rectingulo es:

(60 -5x) _ 60x —5x* _ 60x —5x*
— " Alx) = —

x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:
Dominio = (0, 12)

b) Hallamos el maximo de A(x):

10(12-x) =12y — y=

A=x-y=x-

A - S0=10¢

A'®)=0 = 60-10x=0 = x=6 = y=5
(En x=6 hay un mdximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x> 6).

El mdximo de la funcion A(x) sealcanza en x =6, que corresponde al rectingulo de base 6 cm y
altura 5 em. En este caso, el drea es de 30 cm? (que es el drea mdxima).
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Meta 7.3. [El visionado del video puede motivar un debate entre el alumnado sobre los
peligros de no mejorar la eficiencia energética).
Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y capacidad 80 cm?.
Parala tapay la superﬁcie lateral, usamos un determinado material, pero para la base, debemos
emplear un material un 50 % mds caro. Halla las dimensiones de este envase para que su precio
sea el menor posible.

Volumen = x*y =80 cm® — y = i—g

Para la tapa y el lateral — = €/cm?
Para la base — 1,5z €/cm?

_______________ El precio total seré:

* P=z(x?+ 4xy) + 1,5z (x2) :z(x2+4x-%) +1,5x%z =
X

= z(x2 + 320) +1,5x%2 = z(::c2 + 320 + 1,5x2) = Z(Z,ﬁx2 + 320)
\ X x X
Tenemos que minimizar la funcién que nos da el precio:

P(9 - 2(2,5¢2+ 320)

P :z(sx_@) :z(w)
X

x
P(x)=0 — 5x%-320=0 = x*=64 = x=4 — y=5
(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a laizquierda de ese valor y P'(x) > 0 a su derecha).

El envase dCbC tener la bHSE cuadrada dE lﬂdD 4 cmy 5 cm dﬁ ﬂ]tu[’ﬂ.

Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un cable que una un
Pllnt(] dEl SI.IEIO entre los dﬂS postes con lDS extremos dE estos. éDéﬂde I'lﬂy que situar el P'I.lIltO
del suelo para que la longitud total del cable sea minima?

La longitud total del cable es:

L) = Yx2 4122+ (30— 02 + 182; esdecir: L(x) = yx2 + 144 + {x% — 60x +1224;

2x . 2x-60 _ x . x=30 _

20324144 2{x? —60x+1224  Yx?+144 I —60x+1224

o2 60x +1224 + (x — 30) ¥ + 144

T 1492 —60x+1224)
L' =0 = xyx?—60x+1224+(x - 30){x2 + 144 =0
Xy = G0x +1224 =—(x — 30) {22 + 144
x2(x% = 60x + 1224) = (x— 30)(x? + 144)
x4 = 60x3 + 122452 = (x2 — 60x + 900)(x2 + 144)
x4 2 60x3 + 1224x2 = x* + 144x? — 60x> — 8640x + 900x2 + 129600
180x% + 8640x— 129600 =0 — x? + 48x—720=0

L'(x) =
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A8+ 1304+2880 48+\5184 _—4g:72 <x=12
h 2 B 2 N 2 x=-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 ala izquierda de ese valory L'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del poste de 18 m).

De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determina con los ejes de
coordenadas, y en el primer cuadrante, un tridngulo de drea minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la forma:

y=2+mx-1)
1,2
Hallamos los puntos de corte con los ¢jes de la recta: 2t \2
*Coneleje ¥ = x=0 — y=2-m — Punto (0,2-m)
1\

*Coneleje X = y=0 — x=1-2 5 Punwo (lfi,0>
m m

Eldrea del tridngulo es:
1= 2)a-m-Lo-m-4 =L(_ _i)
aom = H1-2)@-m=2(2-m- A 2)- L eom- 4
Hallamos el minimo de la funcién:

A'lom) = l(-1+i):—mz_+4

2 m? 2m?

=2 (no vale)
: -~ 2 _ m
Am)=0 = —m?+ 4 o<m=_2
(m =2 no vale, pues no formard un tridgngulo en el primer cuadrante la recta con los ejes).
(En m = -2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 ala izquierda de ese valor y A'(m) > 0 a su derecha).

Por tanto, la recta es: y=2-2x-1); es decir: y=-2x+ 4

Cada una de las pdginas de un libro debe tener 600 cm? de superficie, con los margenes alrede-
dor del texto de 2 cm en la parte inferior, 3 cm en la parte superior y 2 cm a cada lado. Calcula
las dimensiones de la pigina que permiten que la superficie impresa sea lo mds grande posible.

4 xy=0600 = y= %
]3cm La superficie imprimible es:
A=(x-5)(y—4) =xy—4x—5y+20 =
=600 — 4x — m+ 20:620—4x—m
X X
X
A'=—d+ % =0—= x=5430
6000
Ao - 2
x3
] Six= 51/3_0, A" < 0, por tanto, en el punto de abscisa
I 2 cm I~ 2 cm x= 5430, la funcién alcanza un maximo.

sax:ws—o;y:—sﬁf% - 4430

Por tanto, las dimensiones de la pigina deben ser

x=5y30 cm cy:4mcm.
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1-x
b) flx) =1 &~

x*=2x+1 si x>0

si x<0

2.
f'(x) _ {xﬁx si x<0

2x -2 si x20

=2 _ 0 xo2 (no vale)

Fl=0 > l

2x-2=0 = x=1

Estudiando el signo de la primera derivada en las proximidades de x =1, obtenemos que el punto
(1, 0) es un minimo relativo.

Para resolver

29 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva xz—_]r2 +2x—6=0 enlos puntos de ordenada y=3.
Calculamos primcro las abscisas dC lOS PL[I][OS.
x2-942x-6=0 = x=3, x=-5
Derivamos en forma implicita:

2x72ﬁ’+2:0 — x—ﬂ'Jr]:() _>},': x+1

xes5, y=3, y- L4

— Recra tangente: y=3— %(x+ 5)

3
3+¢1_4
3

x=3,y=3,7'= 3

— Recrta tangente: y=3 + %(xf 3)

30 Determina los puntos de la circunferencia (x—3)2+ (y + 2)2 = 16 en los que la recta tangente a
ella es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

Para que la recta tangente sea paralela a la bisectriz del primer cuadrante, la pendiente de la recta
tangente debe ser 1.

Derivamos en forma implicita:

2c—3)+2(+2)y'=0 > y'= i‘;‘

=1 =2 3-x=y+2 = y=—x+1

3-x
y+2

Hallamos los puntos de la circunferencia que cumplen esta condicién:

_3p 2, _3- -
(c=3P4Ge2P=16] o x=3-2{2,y 2+2ﬁ}

y=1-=

y=—x+1 X=3+2J§,}‘=—2—2\E

31 Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva y = arc tg x _} que es paralela a la recta
x=2y+3=0. r

x=2y+3=0 — y= x;3 tiene pendiente
Igualamos la derivada a esta pendiente para que la recta tangente sea paralela a la recta dada.
1

+1

y==

1 =

1
_) —_
22+l 2

y'=

X
' % — x=-1 (no es un punto vdlido), x=1

x=1, y=0, _y':% %y:%(x—l)

34
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32 Halla la ecuacién de la tangente a la curva y = x 2 enel punto de absicsa x = e.

Iy= X | . Y _ 1+ x sy oy'= 5 ltlnx

ny=5lnx 5 5 y'=x2 3
[4 é 3

x=e y=e2,y'=¢2 = y=¢2 +e2(x—¢)

33 Halla el 4ngulo que forman las rectas tangentes a las funciones f(x) y g(x) en el punto de
abscisa 2:

Sla) = 22—« g =x—x-2
* La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=2 es:
fx)=2-2x > f'(2)=-2
* La pendiente de la recta tangente a g(x) en x=2 es:
gx)=2x-1 - ¢g'(2)=3

* El dngulo que forman las dos rectas serd:

=223 _ 450
tht.—‘ ¢ ‘_] — o =45

34 Dada la funcién f(x) = |x — 3|(x + 1), halla los puntos donde las tangentes son paralelas a la
recta y = 6x - 2.

Fl = —(x=3)(x+1) si x<3 |«?+2x+3 si x<3
|GG s x23 [ -20-3 si k23

“2x+2 si x<3
2x—2 st x>3

£ = {

La funcién no es derivable en x =3 porque las derivadas laterales son distintas.

, “2x+2=6 = x=-2
f)=6- {2:{—2:6 — x=4

x=-2, y=-5
x=4, y=5
Los puntos buscados son (-2, -5) y (4, 5).

35 Dada la funcién f(x) = 4 - x? se pide:

a) El punto de esa curva en el que la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos (-1, 3)

y (2,0).
b) Las rectas que pasan por el punto (-2, 1) y son tangentes a la curva.
a) La cuerda que une los puntos dados tiene pendiente m = 20 E 3]) =-1.
fx) = -2x
fl)==1 2 -2x=-1 = x= %, y= %
olucion es 1 Q)
La solucién es el punto (2, i)
b) El punto (=2, 1) no pertenece a la curva. Debemos calcular las tangentes a la curva desde un punto

exterior.

Un punto genérico de la curva es de la forma («, 4 — 2?). La pendiente de la recta que pasa por
d-a’—1 _3-d
a—(-2) a+2’

este puntoyel (=2, 1) es m=
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2
Asi 3_’; =22 > 3-a’=-2a(a+2) > a=-3, a=-1
a+

Tenemos dos rectas tangentes:

x==3 = f'(-3)=6 = y=1+6(x+2)
x=—1 — f’(—l):?. = y=1+2(x+2)

36 Halla la ecuacién de la tangente a la curva flx) = #° + 3x* — 1 con pendiente minima.
flx) = 32 + 6x
fl)=0-2x=-2,x=0
Buscamos el punto en el que la pendiente f”(x) es minima. Para ello volvemos a derivar:
f'x)=06x+06
f'x)=0—>x=-1

Enel punto deabscisa x= —],f'(x) tiene un extremo. Si volvemos a derivar, f "(x) =6 >0, por tanto,
vemos que x = —1 es efectivamente, la abscisa del punto en el que la pendicmc es minima.

La recta tangente es: y— f(=1) = (1) (x+ 1) = y -1 =-3(x + 1)

37 Dadalacurva y= m:
a) Expresa la funcién m(x) que dala pendiente de la recta tangente a la curva en cada punto x.

b) Calcula el valor de x donde se alcanza la madxima pendiente.

a) ml(x) = f 1) = - ﬁ
' ' 6(x*-1)
b) m (X) =f (x) = (;:—T)}

m () =0— x=1,x=-1

Veamos si estos valores son mdximos o minimos:

" ™ 24x(x? - 3)
mW) = fr) = 2 =3
f (3+xH4
m' (1) = 1736 > 0 — m(x) alcanza un minimo en x = 1.
m”(—]):—% < 0 = m(x) alcanza un mdximo en x = —1.

38 Halla el dominio de definicién y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién:

fl = ln(xz_l)

2241

2
La funcién estd definida cuando x2 -1 > 0. Como el denominador es siempre positivo, debe ser
x“+1

x2-1> 0. Por tanto el dominio de definicién es (oo, —1) U (1, +o0).
: 4x
(P -
S (x*+ D)2 -1)
f'(x) =0 — x=0 (este punto no es vilido porque no estd en el dominio de definicién).
f'<0 ) f ) =0
S~ 1 1 "

La funcidn es decreciente en (—oe, —1) y creciente en (1, +00).

36
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39 Estudia los intervalos de crecimiento y los méximos y los minimos de la funcién dada por:
y=|x*+2x-3|
Definimos la funcién por intervalos. Para ello, calculamos los puntos donde f(x) = 0:

24412 D44 x=1
f'T<

x2+2x-3=0 - x=
x=-3

x¥*+2x-3 si x<-3
f(x)= —x2—2x+3 si -3<sx<l
¥*+2x-3 six>1
Hallamos la derivada de f:
2x+2  si x<-3
flx)=3-2x-2 si -3<x<1
2¢+2  si x>l
En x=-3 no es derivable, pues f'(=37) = —4 = f'(-3") = 4.
En x=1 no esderivable, pues f'(17) =—4 = f'(1*) = 4.
* Veamos dénde se anula la derivada:
2x+2=0 5 x=-1
Pero f'(x) =2x+2 para x<-3 y x> 1.
2x-2=0 - x=-1y f'(x) =—2x-2 para -3<x<1
Por tanto, f'(x) seanulaen x=-1 — f(-1)=4.
* Signo de la derivada:
F<0 L f0 <0 f50
SN, B o o PR T

¢ La funcidn: es creciente en (-3, —1) U (1, +o0).

es decreciente en (—o0, =3) U (=1, 1).
tiene un méaximo en (-1, 4).

tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0). Son los puntos donde f no es derivable.

40 Estudia la existencia de méximos y minimos relativos y absolutos de la funcién y = |x> - 4|.

x2—4  six<-2
f()={-x?+4 si 2<x<2
x2—4 six>2

2x  si x<=2
f’(x)= —2x si 2<x<2
2x  si x>2

En x=-2 noesderivable, pues f'(-27) = -4 = f'(-2*) = 4.
En x=2 no esderivable, pues f'(27) =—4 = f'(2%) = 4.
¢ La derivada se anula en x = 0.

* Signo de la derivada:
f<0 . f>0 f<0 >0
oy L g U gl
¢ La funcién tiene un méximo relativo en (0, 4).

o4

No tiene mdximo absoluto (x Q)n}m flx)= " é;n_zm f@)= +oo).

* Tiene un minimo relativo en (=2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el minimo también es abso-
luto, puesto que f(x) 20 para todo x.
37
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41 Halla el valor que debe tener & para que la funcién f(x) = 2In %, as0, tenga un punto
singularen x=e. “

El dominio de definicién es (0, +e0) por ser @ positivo.
f) =x+2xin %
Para que tenga un punto singular en x = ¢ debeser f'(¢) = 0
f+2e-[ni:0 — f(l+2[ni)=0 = 1+2ne-lha)=0 = 1+2-2ha=0 — lna:%

a=e

2 -
42 Se considera la funcién f(x) = {ax thxte six<0

xinx si x>0

Determina a, b y ¢ para que sea continua, tenga un miximo en x =-1 ylatangenteen x=-2
sea paralela a la recta ¥=2x

La funcién esta definida por intervalos mediante funciones continuas. Exigimos la continuidad en
x =0y asi serd continua en [R.

fim (ax®+bx+0)=c

x—=0"
lim (xInx)= lim dnx _ —eo (indeterminado).
x=0% x=0" 1 +eo
x

1
Usando la regla de U'Hépital  /im X~ lim (=x)=0.
x =0 7L x =0

¥2

Luego xz'in{:!]+ (xfnx) =0.

Por tanto, para que sea continua ¢ = 0.

Si x<0, f'(x) =2ax+ b

Por tener un méximo en x=-1, f'(-1)=0 — 22+ 6=0 — b=2a

Para que la tangente en x = -2 sea paralelaa larecta y=2x, debeser f'(2)=2 — —da+b=2.

b=2a

—4a+é:2} = a=-l b=-2

43 a) Dada la funcién:
24 px sioxs<l
f= emx+n si x>1

calcula los valores de m, n y p para que f sea derivable en R y tenga un extremo relativo

-1
en x = 2.

b) ;Es un mdximo o un minimo?
c) Comprueba si existen otros puntos singulares y representa la funcién.
a) La funcion estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas, luego es continua y deri-
vable salvo, quizis, en el punto.
Estudiamos el punto x = 1.
Continuidad:
lim (-2 + px)==l+p
x=1*

lim (x> +mx+m)=l+m+n = lep=lemen S men—p=-1

x=1"
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Si se cumple la condicién anterior la funcién serd continuaen x =1 porque lz’ml fl)=/0).
X

f,(x):[—Zx+p sio x<l 5 {f’(l"):

AL 2+p=2+m > m—p=-4

2x+m s x>1 f=2+m
Si se cumple la condicién anterior la funcién serd derivable en x = 1 al coincidir las derivadas
laterales.
Para que tenga un extremo relativo en x = —%, f(—%) =0 = 1+p=0 — p=-1.
p=-
m—p=—4 - m=-5, n=2, p=-1
mt+n—p==2

b) f(— ;) =-2<0 — Elextremo relativo es un miximo.

c) Si existe otro extremo relativo, debe estar en el segundo intervalo.

F=0(x>1) = 2x-5=0 — x:%

f'(%) =2>0 — En x= % hay un minimo relativo.

=

X

44 Sea f la funcién definida por f(x) = {x *2e7

si x20
afb—x si x>0
a) Determina el valor de @ y & sabiendo que f(x) es derivable en x=0.
b) ;Tiene puntos singulares?
a) Exigimos la continuidad y derivabilidad en x = 0.
Veamos la continuidad:

lim (x+2e™)=2
x— 0"
lim afb—x=alb
x=0*

Cuando a6 =2, la funcién es continua ya que lino S(x) =£(0).
Veamos la derivabilidad:
1-2¢7% si x<0 Flo)=-1

f=1 _a D0 1 fron . —a - -1=—=
Wix [ W3 246

Si se cumple la condicién anterior serd derivable en x =0 ya que coinciden sus derivadas laterales.

aJZ:Z
a__y[ = a=2, b=1

XN
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x+2¢7 si x<0

2T—x si D<x<l

1-2¢7 si x<0
Suderivadaes: f'(x) =9 _1
=

X

La funcién queda asi: f(x) = {

si0gx<l

b) Los puntos singulares solo pueden estar en el primer trozo ya que la derivada no se anula cuando x = 0.

f'x)=0 = 1-2¢%=0 — x=/n2>0 (este puntonoesvilido porque no pertenece al intervalo
de definicién)

Luego no tiene puntos singulares.

45 Halla los puntos de la paribola y = x2-1 que se encuentran a distancia minima del punto
2,1
A ( 2, 5 )

La distancia entre el punto A(—Z,—%) yun punto P(x, x> —1) de la paribola es:

|ﬁ|:d(x):4 (x+2)2+(x2—1+%)h:%v4x4+16x+17

Buscamos los que minimizan la distancia:
4+ 4
JaxT v 16x 417

d'(x)=0 - 4x3+4=0 - x=-1

d'(x) =

d'<0 , d's0
~ 1 _—

x=-1, y=0 — Enel punto (-1, 0) se alcanza la minima distancia.

46 Calcula los extremos relativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los de concavidad
y convexidad de las siguientes funciones:

a) f(x) =x2+ |x—2| b) £ (x) = 3e2I%l
2 ‘x72|:{;(x—2) si x<2 ﬁf{x}:{x

T _x+2 s x<2
2

-2 si x22 x“+x—2si x22

, 2x—1 si x<2
f(x)_[2x+l siox>2

La funcién no es derivable en x =2 ya que las derivadas laterales en dicho punto ne coinciden.

_ -1
2x=1=0 = x= 5

2x+1=0 = x=— ; (este punto no vale)

F=0 -

La tabla de los signos de la primera derivada es:
F<0fs0 f50
~— T 1 _

1
2
La funcién es decreciente en (—m, %) y creciente en (%, 400 ).

f'(x) _ [3 si x<2

. — f(x) esconcavaen IR,
si x>2
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13  Estudia si las siguientes funciones tienen mdximos, minimos o puntos de inflexién en el punto
de abscisa x = 1:
a)y=1+(x-1)73 b)y=2+(x—1)* dy=3-(x-1)5 d)y=-3+2(x-1)5
a) * Méximos y minimos: buscamos los puntos en los que f'(x) = 0.
F®)=3-17 - 3x-12=0 - x=1, f(1)=1
Estudiamos el signo de la derivada:
f'=0 ) f=0

— 1

La funci6n crece a la izquierda y a la derecha de x = 1.

No hay ni un méximo ni un minimo.

.

Puntos de inflexién: buscamos los puntos en los que f"'(x) = 0.
f')=6(x—1) = 6(x-1)=0 = x=1, f(1)=1
Estudiamos el signo de f"'(x):
f'<0 X f7>0
N

Es convexa a la izquierda de x=1 y concava a su derecha.

Hay un punto de inflexién en (1, 1).

g
.

Miéximos y minimos: buscamos los puntos en los que f'(x) = 0.
F)=dx-1° = 4x-1%=0 - x=1, f(1)=2

Estudiamos el signo de la derivada:

=

<0 ) f'=0
i _——

La funcién decrece a la izquierda de x =1 y crece a su derecha.

/

Hay un minimo en (1, 2).

Podemos comprobar que no hay puntos de inflexién con el signo de f"'(x):
f) = 12(x - | DR f"(x) =0 para cualquier x.

La funcién es céncava en todo su dominio.

¢) * Méximos y minimos: buscamos los puntos en los que f'(x) = 0.
) ==6(x-1° > —6(x-1°=0 = x=1, f(1)=3
Estudiamos el signo de la derivada:
Fe0 o f<o
=
La funcién crece a la izquierda de x =1 y decrece a su derecha.
Hay un méximo en (1, 3).
* Como f"'(x) =-30(x- 1)* <0, la funcién es convexa en todo su dominio.
d) » Maximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.

F@=10x-1% = 10x-1)% =0 = x=1, f(1)=-3

Como f'(x) = 10(x — 1)% >0, la funcién es creciente en todo su dominio. No hay mdximos ni
minimos.

Estudiamos el signo de f"'(x) = 40(x — 13
fr<0 fs0
M\

La funcién es convexa a la izquierda de x =1 y c6ncava a su derecha.

Hay un punto de inflexién en (1, =3).
28
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14 Determina los maximos y minimos de las siguientes funciones:

15

a)f(x):x+(4—l)2 b) f(x) = x Inx ©) f(x) = senx—cos x c:l)f(:x:)ze_"2
X —
D ) =] — 8
a)f(X) =1 (x+1)3

Fl=0—1- ( 81)3 =0 - (x-1%-8 > x=3

x+1)
% 24
-1
ST

x=3, y=4, f"(3) >0 — El punto (3, 4) es un minimo relativo de la funcién.
b) f/(x) = lnx+1

f’(x}:(] S hx+1=0 > x=¢"!

fre=+

x=¢71, y= -1, f"(e’l) >0 — Elpunro (¢!, — ¢™") es un minimo relativo de la funcién.
) f'(x) = cos x + sen x

F)=0 = cosx+senx=0 —> senx=—cosx — tgx=-1 (yaque cosx no puede ser 0)

x=3;i—n+2k1'c
7 con kEZ/
x=/T  2km
4
["(x) = —sen x + cos x
x=sTn+2th, y = sen %Tn—cos%m =42, f(i—n)cﬂ — Los puntos (34—R+2kn,ﬁ) son

maximos relativos de la funcion.

4 4 4 4 +

minimos relativos de la funcién.

x= 1T +2km, y=sen IR _ s /T =42, f”( 7”) >0 — Lospuntos (7—E+2kﬂ.—ﬁ) son

d) f1) = =25~
fx=0— 2xe 20 5 x=0
[0 = —2xe™ 4 e’

x=0, y=0, £(0) <0 — El punto (0, 0) es un miximo relativo.

Cadena de consecuencias. [El alumnado puede utilizar este organizador grifico para repre-
sentar la sucesién de razonamientos que le han permitido estudiar la funciones].

Dadas las funciones:
f(x):{x2+2x—l s% x<1 g(x):{xz+7x—4 six<2
4x-2 si x>1 2x%+3x  si x22
a) Comprueba que son derivables en IR.
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos.

Ambas funciones son continuas y derivables salvo quizds en los puntos donde se separan los trozos
porque estin definidas por intervalos mediante funciones polinémicas.

a) Estudiamos el punto x = 1:

lx‘m_(x2+2xfl):2

xft’_r}nl flx)= "[;;} (x-2)o2 — x!fl)nl fx) =2=f(1) = Escontinua tambiénen x=1.
x—=1*
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F) - [2“2 s “1 S (1) = 4=f"(1") — Esderivable en x= 1.

Estudiamos el punto x = 2:

siox >

lz_'}n;_(x2+7x—4):]4
lim g(x)=1" — lim ¢(x) = 14 = ¢(2) — Es continua también en x=2.
) h 2 e39m14 08 ¢

X

2+ 7 si k<2

27)=11=/f"(2" E. ivabl =2,
4er3 s xo2 - f'27) ['(2*) — Esderivable en x

g'(x) = [
b) En el caso de f(x):
f'x) =0 — 2x+2=0 — x=-1 (pertenece al intervalo de definicién)
x=-1, y=-2, f"(-1) >0 — El punto (-1, —2) es un minimo relativo.
En el caso de g(x):
2x+7=0 = x= —% (pertenece al intervalo de definicién)

gx)=0—
4x+3=0 — x= —% (no vale porque no estd en el intervalo de definicién)

A ] ”(,l) (,Z ,ﬂ) ini i
x=—Sny=-7£\-3)> 0 — El punto —3~ 4 ) ¢ un minimo relativo.
16 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = x| x|. ;Tiene miximos
o minimos?
Determina los intervalos de concavidad y convexidad. ;Tiene algiin punto de inflexién?

2 .

—x“ si x<0 . .

fW=175 " — Es una funcién continua en IR.
x“ si x20

fllx) = {;ix : i :g’ f(07)=0=f"(0") — También es derivable en x=0.
La primera derivada solo se anula cuando x = 0.
f=0 ) f'>0
La funcién no tiene ni mdximos ni minimos relativos.
=2 si x<0

Frx) = [ . 0 — Es convexa en el intervalo (—eo, 0) y céncava en (0, +e0).
81 X>

El punto (0, 0) es un punto de inflexién porque cambia de convexa a concava.

Pagina 298

Funciones dependientes de parametros
17 Dadala funcién f(x) =1+ %+%, calcula & sabiendo que f(x) tiene un extremo relativo en
x

el punto de abscisa x = 3. ;Se trata de un mdximo o un minimo?

Como tiene un extremo relativo en x = 3 debe cumplirse que f7(3) = 0.

fe=-4-1%

"(3) = _a_12 -

f3=0- 925 0 — a=-4
4 6

P ) -1-4,6
or tanto, f(x) Rl

30
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36

X4

e e PAC R

8
f ) +
'3 =- % £30_4 95 punto (3, %) es un minimo relativo.

x=3, f(3) = 8127

1
3
Dela funcién f(x) = ax> + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto tiene tangente paralela
alarecta 3x+y=0. Halla 2 y &.

F) =ax® + bxs 1) =3ax+ b

f)=1 = a+b=1 } a=-2

F)==3 = 3a+b=-3 b=3 [lf(")z_z"j"?’x

Halla una funcién f(x) = rax’ibx+c que tenga un extremo relativo en el punto de abscisa
x=2 yun punto de inflexién en P(1, 2).
f(x):x3+ax2+bx+r
[ =3x%+ 2ax+ b
f(x) = 6x + 2a
J1)=2 = l+a+bre=2
F1)=0 = 6+2a=0
S (2)=0 > 3+2a+b=0
l+va+b+e=2
6+2a=0 — a=-3, b=3, c=1
3+2a+6=0

Calcula los coeficientes @, & y ¢ de la funcién f(x) = x% + ax3 + bx? + cx, sabiendo que:
a) La ecuacion de la recta tangente a fen x=0 es y=x
b) Tiene un extremo relativo en el punto (-1, 0).
flx) vt o s bt s e
[0 = 4x3 5 3ax? + 2bx 4 ¢
Del apartado a) se deduce que pasa por el punto (0, 0) y que f'(0) = 1.
El apartado b) implica que f(-1)=0 yque f'(-1) =0.
FO)=1 > e=1
JED=0 > 1-a+b-1=0 = -a+b=0
F1)=0 = —4+3a-2b+1=0
—a+b=0

74+34725+1=0} o =3 6=3

Halla a, b, ¢ y d paraque f(x) = ax> + bx? v ex+ d tenga un mdximo relativo en el punto
(0, 4) y un minimo relativo en el punto (2, 0).

Las condiciones del problema implican que:
fO) =4 f0)=0, f2)=0, f'(2)=0

f(x):ax'3+5x2+m+d

f'(x)=3ax2+2&x+f
d=4
c=0
8a+4b+4=0
12a+4b-0 } —a=l b=-3
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Las funciones f(x) = v axd v bx y glx) =x- o pasan por el punto (1, 0). Determina los
coeficientes 4, by ¢ para que tengan la misma recta tangente en dicho punto y calcilala.

f(x)pasapor(1,0) > L+a+b=0 (1)

glx) pasapor (1,0) > 1-¢c=0 (2)

F'(x) =4 ¥ 2ax+ b

g =1-2ex

Tienen la misma recta tangente en (1, 0):

(M =g1)—=4+2a+b=1-2c (3)

El sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3) tiene solucién: a = —4, =3, =1
Caleulamos ahora la recta tangente comiin utilizando, por ejemplo f(x):
f(1)=4-8+3=-1

Por tanto, la recta tangente es: y— 0= f'(1) (x— 1) > y=—x+1

Dada la funcién y=ax‘i+ 3bx3 — 3x% — ax, calcula los valores de a y b sabiendo que tiene dos
puntos de inflexién, unoen x=1 yotroen x=1/2.
S(x) = 4ax3 + 9hx? —Gx—a
[ = 12ax2 + 18bx— 6
f"(l):O — 12a+18b—-6=0| 22+3b-1=0
F(1/2)=0 =  3a+96-6=0| a+36-2=0
Restando las igualdades: 2 +1=0 — a=-1

Sustituyendo en la 2.7 ecuacién: 36-3=0 — b=1

Lacurva y= x>+ ax? + bx + ¢ cortaal eje de abscisas en x =—1 y tiene un punto de inflexién en
el punto (2, 1). Calcula a, & y .

y=x3+a.r2+5x+r

S(x) = 3+ 2ax+ b

FU() = 6x + 22
fe1)=0 = —lsa-bsc=0 | a-bsc=1 a=-
f@=1 — 8+da+2b+c=1| 4a+2b+c=—7 b=%
£7(2)=0 = 12+2a=0 a=—6 c:%

Sabiendo que la funcién f(x) = x> + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, £'(1) =0 y que f no
tiene extremo relativo en x = 1. Calcula a4, b y c.
S(x) =xdvaxl v bxrc
J(x) =3x2+ 2ax+ b
F(x) =6x+2a
S()=1 — l+a+brc=1| a=-3
F)=0 = 342a+b=0 t b=3 } — Fl)=x>-3x+3x
F'1)=0 - 6+2z=0 =0
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26 Sea f(x) =x>+ax? + bx+5. Halla a y b paraquelacurva y=f(x) tengaen x=1 un punto

de inflexién con tangente horizontal.

Si la curva tiene un punto de inflexién en x =1, debe ser f"(1) = 0.
F0)=3x2+2ax+b = f'(X)=6x+2a = f'(1)=6-1+2a = 6+2a=0
Sien x=1 latangente es horizontal, su pendiente serd 0; y, por tanto, f'(1) = 0.
f'@)=3- 12422-1+b=3+2a+b=0

6+2a=0 - a=-3

Sescipges {3+2a+b=0 - b=-3-2(-3)=3

La curva serd f(x) = x3—3x2 + 3x + 5.

27 Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y = x;x tenga un dnico punto critico.
+c

:Se trata de un méximo, de un minimo o de un punto de inflexién?

X2 X X (2
£ = F(x+c)—e ‘2x=e (x +c—22x)

(x%+0)? (x%+¢)

2+4—4c
2

Para que solo haya un punto critico, hade ser: 4—4c=0 — ¢=1

f=0—> x2-2x+¢c=0 > x=

En este caso seria:

&y € x=1)?
r= x2+1'f(X)_ (x%+1)?

f)=0 - x=1

f'x) >0 si x21 — f(x) escrecientesi x= 1.

Hay un punto de inflexién en x = 1.

28 a) Calcula los valores de los pardmetros @ y b para que sea derivable la funcién:

fw=1¢& si x<0
Prax+b si x20

b) Halla sus extremos relativos en el caso 2=-2, b=1.

a) La funcién estd definida por intervalos mediante funciones continuas y derivables. Solo nos queda
estudiar el punto x = 0. Veamos la continuidad de la funcién:

lim 1—‘x 1
lim f(x)=4x—0" ¢ — b=1
%20 /z'né (F+ax+b)=b

x=0*

Para el valor obtenido de 4 la funcién es continua porque /Zno fx) =£(0):

£ - =2 i x<0 - f(0)=-2

— a=-2 para que sea derivable en x=0.
2x+a si x>0 = f'(0M)=a

Si @a=-2 y b=1 lafuncién es continua y derivable en IR.
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* La recta tangente en ese punto sera:

5 a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x> —3x2 + 2x+2 en
x=3.

b) ;Existe alguna otra recta tangente a la grifica de f que sea paralela a la que has hallado? En
caso afirmativo, haillala.

a) Hallamos la pendiente de la recta tangente usando la derivada:
)= 3x2—6x+2
x=3, f3)=8, f(3)=11 - y=8+11(x-3)
b) Para saber si existe otro punto en el que la recta tangente sea paralela resolvemos:
f)=11 > 3x>—6x+2=11 - x=3, x=-1
Hay otro punto:

x=-1, f(-1)=—4 — y=—4+11(x+ 1) es la recta tangente en este punto.

6 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 4x> — 2x> — 10 en su punto de inflexién.
Calculamos primero el punto de inflexién resolviendo f"(x) = 0:
fx) = 12x2 — 4x
f"(x) =24x—4

f'x)=0 - 24x-4=0 — x=%

Evaluando la derivada segunda a ambos lados de x = % observamos que la funcién pasa de convexa
a concava. Luego es un punto de inflexion.

o 144 ) o (-l 0§

La ecuaciénes y=— 271 _ l(x_ %)

27 3

7 Halla los puntos de la curva:
y=3x*-5x+12
en los que la recta tangente a ella pase por el origen de coordenadas.
Debemos hallar las ecuaciones de las tangentes desde un punto exterior a la gréfica de la funcién.
Los puntos de tangencia son de la forma (a, 3a%-5a+12).

3a’-5a+12-0 _ 3a*>—5a+12
a-0 a ’

La pendiente de la recta tangente que pasa por el origen es
Usando la derivada, la pendiente anterior también es 6z — 5.
2
3412 _G4-5 34754+ 12=6a%~5a > a-2, a=2

Obtenemos dos puntos de tangencia y dos rectas tangentes:
x==2, f(-2)=34, f'(-2)=-17 = y=-17x
x=2, fQ)=14, f'2)=7 > y=7x
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8 Halla los puntos de la curva:
y= %xz +dx—4

en los que la recta tangente a esta pase por el punto (0, —8). Escribe las ecuaciones de las rectas
tangentes en dichos puntos.

Debemos hallar las ecuaciones de las tangentes desde un punto exterior a la grafica de la funcién.
LUS PUHIDS dﬁ rangcnma son dC ]ﬂ forrna d, T + 4{2 - 4 .

2 2
A hg—4-(-8) L i4a4+4
La pendiente de la recta tangente que pasa por (0, —8) es o .

a-0 a
Usando la derivada, la pendicmc anterior también es % + 4.
2
% +4a+4 ) 2
2 844 5 L hg+ 4= 4 4g > a=-4, a=4
a 2 4 4

Obtenemos dos rectas tangentes:
fl~4)=2 = y=-8+2x
f'4)=6 - y=-8+06x

9 Halla, en cada caso, las ecuaciones de las rectas tangentes paralelas al eje X:

X x* x%+2x
=—2 b)y= - X tEK
ay 3(x-1) )y Inx 9y e
a) El ¢je horizontal tiene pendiente 0.
1 3% x-D-  x*(2x-3)
73 (x—1)2 3(x—1)2
7'=0 2 x2(2x-3)=0 = x=0, x:%

x=0, f(0)=0 = y=0

S

-3 3)12 L9 -2
x’z’f(z) o1 4771
2
21
by elnxsx ?:x(Zlan)
n?x In? x

1

y'=0 = x(2/x+1)=0 = x=0(novale), x=¢ 2

Y (3
-1 -1} e 2 2 2
= 2)= === =—=
x=e Z,f(e ) 1 . -y .
2
L (2xa ) = (2206 242
)7'= e T

P20 = 2-x7=0 = x=42, x=—2

x=ﬁ,f(ﬁ)=2+‘—éﬁ %y:ﬂ

e"‘z

x=—2, f(=2) = # - y=e?2-242)

e
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Maximos y minimos. Puntos de inflexion

10 Halla los méximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguientes funciones:
_ x3(3x—8)
T 12

d)_]f=.a\r4+2x2 e y= x21+l Hy=e*(x-1)

a)y=x3—ﬁx2+9x b) y c)y=x4—2r3

a) fx) = 3x2 - 12x+ 9

. 4+J16-12 442 x=3— y=0
f(x)=0—>3(x274x+3)20—)x=f= ; <x=1—>y:4

Signo de la derivada:
Fe0 fen />0
/ 1 \ /

Hay un minimo en (3, 0) y un méximo en (1, 4).

[

Puntos de inflexién:
F@)=06x=12=0 - x=2 — y=2
Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x) >0 para x> 2, el punto (2, 2) es un punto de inflexion.

_ 3x -8
bly= =75
F60 = 12x31—224x2 RPN
_— 2 _ x=0 = y=0
f=0 —>x(x—2)—0<x=2_) y=—4i3
f'<0 | f<0 | f'=0
T~ T~ 2

Hay un minimo en (2, %)
x=0 — y=0
x=4/3 — y=-(64/81)
f")D \ f”(ﬂ | f”>0
0 4
/" Y

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (% %)

L) =357 —dx=0 = x(3x—4) =0 <_

c) f'(x):4x3—6x2
. 3 B x=0 — y=0
FE=0 = xMix-6-0<T"__3)," 0~ ne
<0 f<0 f50

\i\ _—

[Sy[eeE 3

H . (i, -27)_

Ely un minimo en 2 16
x=0— y=0
x=1—= y=-1
f'=0 . ['<0 . ['=0

AN RN

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, -1).

FU) =122 2 12x = 12x(x— 1) = 0 <
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d) £ =4x3 + 4x
F=0—= de(x2+1)=0 = x=0 — y=0

f<0 0
~., 0 _—

Hay un minimo en (0, 0).

[(x) = 12¢% + 42 0 para todo x.

No hay puntos de inflexién.

) f= 2 ﬁ)l
=02 2x=0 2 x=0 - y=1
F50  f<o

0~

Hay un miximo en (0, 1).
20+ 1P+ 2% 203+ 1) 20 20+ D)+8x% Gl _2

£ (x2+1)% h (x2+1)? ) (x2+1)3
() = S U S ) 23
f(x)_[}%x__\/;__ﬁ__g %y_4
f'=0 ) fr<0 ) f'=0
3 5
VET Y I

Hay un punto de inflexién en (_T’ %) y otro en (

£) fll) =e(x—1) + e =e*x—1+1) = xe*
()=0 = x*=0 — x=0 (pues ¢*# Oparatodo x) —> y=1
p P Y

<0 f50
~ 0
Hay un minimo en (0, -1).
) = e+ xe=e(1+x)
f'®) =0 - x=-1 %y:%
fl<0 fs0

Hay un punto de inflexién en (—1, i)
e

11 Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los méximos y los minimos de las si-
guientes funciones:

8-3x by- FrL gy ®

a)y= x(x—2) x2-1 xr-1
247 - 3x 21 8
dy==5—"= C)J’=xT f)J“m

_ 8-3x _ 8-3x -
a)y= PP R S Deominie = R - {0, 2}
) = —3(x% - 2%) - (8 —3x)-(2x - 2) _ —3x% + 6x—16x +16 + 6x> — 6x _ “3x? +16x +16
(= 2x)? (x? - 2x)? (x?—2x)?°
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256192 -4
F)=0 - 35716541620 — x= 10526192 162@ -1628 7

6 x=4/3
Signo de la derivada:
f>0  f>0  fl<0 f<0 f'>0
T 0 T h S~ 2 T~ 4 _—

La funcién es creciente en (—oo, 0) U (0, i) U (4, +o0).

Es decreciente en (%, 2) U (2, 4).

. - 4 9 . _1
Tiene un méximo en (3, 5 ), y un minimo en (4, 3 )
b)y= ";—*1 Dominia = R — {1, 1}
x* =1
£ = (P 1) =+ 1) 20 23 2w 23 2x _ dx
(7 -1y =17 (& -1y
[ x)=0 - -4x=0 = x=0
Signo de la derivada:
S50 fs0 f<0 <0

_— -1 T 0 T~ 1 T~
La funcién es creciente en (—oo, —1) U (=1, 0).
Es decreciente en (0, 1) U (1, +oo).

Tiene un maximo en (0, —1).

3
o y= % T Dominio = R —{-1, 1}

X2

) - 3 (e -1 —xd - 2x A T, A A P(x?-3)

(2 —1)2 (x2-1)? I-12 (o1
x=0
[fx)=0— x2(x2-3)=0 x=—y3
xi3
Signo de la derivada:
F50 0 f<0 o f<0 0 f<d f<0 f'50

/_Qg\_'l\é\i\\jg/
La funcién es creciente en (—eo, —y3) U (43, +00).
Es decreciente en (=43, -1) U (=1, 1) U (1, ¥3).

Tiene un miximo en (,B,,%)_

Tiene un minimo en (4@, 37;@)

Tiene un punto de inflexién en (0, 0).
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2
dy= % Dominio = IR — {2}

FiR)= (4x-3)-2-0)-(2x*=3%)-(-1) _8x—4x?—6+3x+2>—3x _2:?+8x-6 _—2(x*—4x+3)

2-x? (2‘/:x)2 3(2—:6)2 (2-x?
" 2 _ _ 4241612 _4+y4 442 x=
f)=0—> x 4x+3—0—)x——2 R ey <x=l

Signo de la derivada:
f'<0 . f>0 . f>0 . f'<0
g I ompr 2 =T 3 TSy

La funcién: es creciente en (1, 2) U (2, 3).

es decreciente en (—o0, 1) U (3, +o0).
tiene un minimo en (1, -1).

tiene un mdximo en (3, -9).

2

e y= xx_l. Dominio = IR — {0}
1 20— (x2=1)-1 2:2_x241  x2+1
6= 2 = 2 =

f'x)=0— % = 0. No tiene solucién.

Signo de la derivada:
f>0 f>0
-

La funcién es creciente en todo su dominio.

-8 8 iiio =R —
f)y= T WY & Dominio =R - {0, 3}

Flde —8(3x%—6x) _ —8x(Bx-6) -8(3x-06)

Mx-302  xHr-30F Fx-3%?
f®)=0—>3x-6=0 > x=2
Signo de la derivada:
f'<0 ., f>0 _ fl<0  f'<0
s 0 2= 1 Ssm 3 B
La funcién: es creciente en (0, 2).
es decreciente en (—o0, 0) U (2, 3) U (3, +0).

tiene un maximo en (2, -2).

12 Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

a)y=x3—3x+4 b)_]/:x“—ﬁx2 c)y:(x—Z)“
= X = 2-x -
d)y=xe ey el Dy=hx+1)

a) y=x3 = 3x + 4. Dominio =R
[ =3x2=3; f'(x) = 6x
') =0 > 6x=0 - x=0
Si de "(x):
igno de f"'(x peo . fra0
Fa " S

La funcién es convexa en (—o0, 0) y céncava en (0, +oo).

Tiene un punto de inflexién en (0, 4).
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b)y= x4 6x2. Dominio = R
Fla) =ded —12x fx) = 126212

x=-1

fr@=0 = 12621 =0<_"_,
Signo de f"'(x):

La funcién es céncava en (—eo, —1) U (1, +o0) y convexaen (-1, 1).
Tiene un punto de inflexion en (~1,-5) yotroen (1,-5).
c)y=(x— 2)4. Dominio = IR
£ = dlx— 2% £ = 120 - 2)?
f'®)=0 - x=2
£ >0 para x#2
Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexién.
d) y = x ¢*. Dominio = IR
F=e*+xe"=(1+x)e% f'(x)=e"+ (1 +x)e*= (2 +x)e*
') =0 = x=-2 (¢"+0 paatodo x)
Signo de f"'(x):
fr<0 f'>0
L

La funcién es convexa en (—eo, =2) y céncava en (=2, +o0).

Tiene un punto de inflexién en (7 ,—%).
e

e) y= i_ﬁ Dominio = R - {1}
, 7—1(x+1)—(2—x):—x—1—2+x: -3
S = (x+1)* (x+1)? (x+1)?

o6
f(x)_(x+1)3

f"(x) =0 paratodo x.

Signo de f"'(x):
<0 | =0
M\

La funcién es convexa en (—eo, —1) y céncavaen (-1, +oo).

No tiene puntos de inflexion.

£) y=ln (x+1). Dominio = (-1, +oo)

oy 1
f(x)_x+l
ey =1
f(x)_(x+])2

S"(x) <0 para x € (-1, +o0)

Por tanto, la funcién es convexa en (=1, +oo).
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3. Recta tangente en un punto de la curva

Hazlo tu

1

* Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva y = = en el punto de coordenadas (3, l).
X

3
Comprueba que el segmento de esa recta comprendido entre los ejes de coordenadas estd dividido

en dos partes iguales por el punto de tangencia.
__ 1
y= 2

x=3 = y':—% — La recta es tangente es y = —%(x—?r)

1
3
La recta corta a los ejes en los puntos:

_ 1l o1y 2
x=0 >y 3 9( 3) 3
- D N WoW -
y=0—>0 3 9(x 3) 5 x=6
Si P(a,l); Q(D,l) v R(6,0).
3 3

2
=40
El punto medio del segmento QR es (056 , ?’T)— (3, L) =P

Por tanto, P divide al segmento en dos partes igualcs.

Pagina 293

4. Intervalos de crecimiento

Hazlo tu

* Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

3
__x
a) f(x) 24
a) El dominio de definicion es IR — {-2, 2}.
0oy 3x2(x2 - 4)— x32x Cxio12e?
L Sy
F=0 = x"=1202=0 = x=2y3, x=-243, x=0
Como el denominador es un cuadrado, el signo de f"(x) depende solo del signo del numerador.
F20 <0 f<0 Fe0 f<0 f50
/72l\6\—rl\['}\i\2\'5/
Es creciente en (-0, =24/3) v (243, +o0).

Es decreciente en (=243, -2); (=2, 0); (0,2) y (2,243).

b) f(x) = In(x? + 4x - 5)

b) El dominio de definicién es (—oo, —=5) U (1, +ee).

f"(x) - 2x + 4

x2+4x—5

f'(x)=0 = 2x+4=0 — x=-2 (que no pertenece al dominio)
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No tiene puntos singulares.
f'<0 ) f ) f'>0
S~ 5 1 /

Es creciente en el intervalo (1, +e) y decreciente en (—eo, —5).
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6. Puntos en los que se anulan £/, f y "

Hazlo tu

* Estudia si la funcién f(x) =3 — (x + 1)* tiene algiin mdximo, minimo o punto de inflexién.
Fx) = —4dx+ 1)°
F) = =120 + 1)2
F(x) =-24(x+ 1)
FED = fD) = £ =0
Estudiamos el signo de f" a la izquierda y a la derecha de -1.
50 <0
T Y~

El punto (-1, 3) es un mdximo relativo.

7. Parametros de una funcién definida a trozos

Hazlo tu
* Calcula & y d para que la funcién f(x) = —x3 + bx® + x + d tenga un maximo relativo en el punto
(1, 4).
La funcién pasa por el punto (1,4) — f(1) =4
Tiene un miximoen x=1 — f(1) =0
f)==1+b+1+d=4 - b+d=4
F@=-3x2+2bx+1 = f(1)=-3+2b+1=0
b+d=4

—3+2b+1=0} > b=1,d-3

Los valores buscados son 6=1 y d=3.
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9. Area maxima

Hazlo tu

* Se desea construir un depésito de latén con forma de cilindro de drea total 54 cm? Determina el
I'H.diﬂ ([e lﬂ base Y lﬂ. ﬂltl.ll‘a dEl Cﬂind.l'() Pﬂ.l'ﬂ ql.le El volumen sea ma'ximo.

Llamemos r al radio del cilindro y h a la altura.

El drea total es S =2mr2 + 2nrh,

2
224 2mrh = 54 — h:ﬂni
r
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El volumen del cilindro es V =mr2h = 1tr227;—nr2 =r(27 —mr) = 27r—mr3.
r

Buscamos las dimensiones del cilindro de volumen mdximo.

V'(r) = 27 - 3nr?

Vi(r)=0 = 27-3m2=0 - r=%cm

T
V"(r) =—-6mr
" 3 7 A
V"(r) <0 — En r=—X hay un mdximo relativo.
R y
- 27-m-9/m _ 6
Solo falta calcular la altura del cilindro, que es h = =-——== =2 cm.
d n-3n n

10. Problema de tiempo minimo

Hazlo ta

* La vela mayor de un barco tiene forma de tridngulo rectdngulo. Si la hipotenusa debe medir 6 m,
calcula sus dimensiones para que la superficie de la vela sea maxima.

Llamemos x, y a las medidas de los catetos del tridngulo rectingulo.
x2+y%=36 > y=y36-x°
La superficie de la velaes = % ya que los catetos hacen de base y de altura del tridngulo rectingulo.

Se obtiene:

S = L_VB’GZ""Z

2
S'(x)=L(W+xi 18-
2 236-x2) {36-2

S =0 - 18—x2=0 = x=3y2, x=-34y2 (no vale)

Elvalor x =342 es un miximo como se puede comprobar estudiando el signo de ' a ambos lados del
mismo.

El otro cateto del tridngulo mide y = y36—-(342)* = 3y2

La vela es un tridngulo rectingulo isésceles cuyos catetos miden 342 m.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS
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1. Tangente perpendicular a una recta

* Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x3 - 2x+ 1 que son perpendi-
cularesalarecta x+y—2=0.

Larecta y=—x+2 tiene pendiente —1. Cualquier recta perpendicular a ella tendrd pendiente — 1.
Por tanto, debemos calcular los puntos de la curva en los que la pendiente vale 1. B

[ = 12x2-2

FE)=1 > 122-2=1 > x=-1, x- 1

2 2

3
S SRy (N U IPY 0 N Y B 23 23 1 =
x= 2,f( 2) 4( 2) (2)+1 > -y 2+I(x+2)—)y x+2
3

R A AL T S A 1 1 _
x_Z’f(Z)_4(2) 2(2)1-1 5 -y 2+l(x 2)—)y x

2. Intervalos de concavidad y convexidad

* Determinar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de la funcién:

Fw =
El dominio de definicion es IR —{-1, 1}.
69 -
f= (x;fxl ;
£ = Z(Ei"—jl*)l}

F"x) =0 — 3x2+1=0 no tiene solucién — No tiene puntos de inflexién y la tabla de los signos de
la segunda derivada es:

A i N |
VNN,
(el signo de la segunda derivada solo depende del denominador)

La funcién es céncava en (—es, =1) y (1, +o0). Es convexaen (-1, 1).

3. Maximo y minimo absoluto

* Calcular el méximo y el minimo absolutos, en el intervalo [-1, 2] de la funcién:
f@ = (x*+x+1)-x

f) =in (x%+x+ 1) —x estd definidaen R ya que el argumento del logaritmo siempre es positivo. Es
una funcién continua y derivable en -1, 2]. Por ser continua en un intervalo cerrado y acotado, alcanza

sus extremos absolutos. Estos pueden ser los extremos del intervalo o los extremos relativos si estin en
el interior.
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) = e+l
+x+l

fx)=0 — 22’67"'11:1 S 2x+l=x4x+1 3 x=1, x=0
X" +X+

Evaluamos:
x=-1 = f(-) =l (D*+ D)+ 1)=(-1) =1
x=0—> f0)=/n1=0
x=1 - f(1)=/m3-1=0,0986
x=2 > f(2)=In7-2=-0054

Alcanza el mdximo absoluto en (1, 1) y el minimo absoluto en (2, /n 7 - 2).

4. Teorema del valor medio

* Dada la funcién f(x) = 2 =45+7  demostrar que existe un valor ¢ (1, 3) tal que f'(c) = 4.
Para que la funcién esté definida debe ser el radicando mayor o igual que 0.

La inecuacién x2 —4x+7 > 0 es ciertaen IR. Por tanto, el dominio de f(x) es R yescontinua en
[1, 3].

Calcu]a_mos la derivada:

) 2x—4 1
nfx)=yx*-dx+7Inx = f =— X3 fx+yxt—dx+7 L =
f F 27 dxe7 x

_ (x=2)Inx +\bcz—4x+7:x(x—Z)I)zxa.xz—‘éum-7 5 f’(x):x“"‘l"i"*7 wlx =2 nx+xt—4x+7
V2 —dx a7 x xfxt —dx+7 xfx? —dx e 7

Por tanto, la funcién es derivable en (1, 3).

Por el teorema del valor medio existe un punto ¢ € (1, 3) tal que f'(c) =

5. Extremos relativos

'Scaf(x)=x2eﬂ con a=0.

a) Calcular el valor de @ para que la funcién tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2.

fB-fM0) _o-1 _,
3-1 o2 T

b) Clasificar los extremos relativos cuando « = 2.
a) f(x) = 2xe™ ™ — axle ™
F2)=0 = de 2 —dae =0 = ¢2(4—-4a)=0 — 4-4a=0 — a=1 (yaquelaexponencial
nunca se anula)
b) Para @ =2 laderivadaes f'(x) = 2o~ — 2x 2672,
fx)=0 > 2x-2x=0 = x=1, x=0
f'<0 , f'=0 , f'<0
T~ 0 7 T

x=0, f(0)=0 — (0,0) esun minimo relativo.

x=1, f(1) = e — (1,3 esun miximo relativo.



MNAYABACHILLERATO

Matematicas Il

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
v
Pagina 297

Para practicar

Recta tangente

1 Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos que se indican:

a)y=In(tg2x) en x=% b) y = ysen5x en x=%

c)x2+y2—2x—8y+15=0 en x=2 d)y:(x2+1)“"" en x=0

a) * Ordenada en el punto: x = % — =0

. ; o 201+ 1 2x) e
Pendiente de la recta: y'= TR -y (8) =4
o : y=4(x—T) =4 T
Recta rangente: y = 4(x 8> 4x >
b)  Ordenada en el punto: x = g - y= ‘/25

5 cos 5x _)y,(£)= 5(—&/2)=—5‘/§=_5J6

* Pendiente de la recta: y'=

2 sen 5x 6 24212 242 4
* Recta tangente: y = g - 547%(" . %)

¢) * Ordenadas en los puntos:

4+y2—4—8]+15=0 —>y2—8}/+15=0

_ 8+yY64-60 812 <y=5 — Punto(2,5)
o= 4 T4 y=3 — Punto(2,3)

¢ Pendiente de las rectas:

2x+2p'=2-8y'=0

"(2y-8)=2— e 2-2x _1-x
y'(2y-8)=2-2x = y -8 y-4
725 =172 -1

* Recta tangenteen (2, 5): y=5-1-(x=2) = y=-x+7
* Recta tangenteen (2,3): y=3+1-(x—2) = y=x+1

d) * Ordenada en el punto: x=0 — y=(0+ 170191 — P(0, 1)
* Pendiente de la recta tangente:

y=(x2+ 1)en* — ln_y:smx~ln(x2+ 1) -

-

— )’—=rosx-ln(x2+1)+senx- 3
x“+1
- y'= L’0!x-[n(x2+1>+~2x:"ﬂ (x2 4 1)%en>
x“+1

m=[cos0-ln1+0]-1°=(1-0+0)-1=0
* Recta tangente: y=1+0(x—0) — y=1



ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

2x

x-1

2 Halla las tangentes a la curva y = paralelas a la recta 2x + y=0.

La pendiente de la recta 2x+y=0 es m=-2.
Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

. 2(X—1)—2X':2x72—2x: =2
(x-1)? -2+l P24l

' 2x 2
==2 5 —= =7 5 2=-2(x"-2x+1)
7 x—2x 41
=0 — Punto(0,0)
2 2 AL _ o x
x7=2x+1 = x°=2x=0 = x(x-2) 0<x:2—)l’unm(2,4)

Recta tangente en (0, 0): y=—2x
Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x—2) — y=-2x+8

3 Obtén la ecuacién de la recta tangente paralela al eje de abscisas en las siguientes curvas:
a)y=xlnx b)y:xlex o) y=senlx

Una recta paralela al eje de abscisas tiene pendiente cero.

a)y':lnx+x-%:!ﬂx+l

9'=0 = Ihx+1=0 = lnx=-1 —>x=e‘1=% —~y==L
€

L | (L, i) R
4 recta rangcnn: €n ¢ punto . . €S: J/ .

b) y'= 2xe¥ + x% e = (2x + x)e*
Como ¢*= 0 paratodo x:

x=0 — Punto(0,0)

. 2_ i
=0 = 2x+x°=0 — x(2+x)70<x:_2 = Punto (-2, 4/e?)

* En el punto (0, 0), la recta tangente es: y =0

. EH Cl PUD[O (72, %), la recra mngcn[c es: Ji = jT

c) y'=2cos 2x
n

2x:%+2]‘tk — x= i +Tk = y=1
y'=0—= 25052x=0< 3 3
2x:Tﬂ+2ﬂk - x:Tn+T[fe — y=-1

* En los puntos (% + Tk, 1 ), con k€2, larecta tangente es: y =1

* En los puntos (%Tn+fck, —1). con ke, larectatangente es: y=-1

4 Halla el punto de la grifica de y = 2/x en el que la tangente forma un dngulo de 60° con el
eje X. Escribe la ecuacién de esa tangente.

» Si la recta tangente forma un dngulo de 60° con el eje X, su pendiente es 7 G0° = 3.

* Buscamos un punto en el que la derivada valga y3:

yo 21
2% Jx
, 1 1 223
= — = 1= = = =4 -1
yv@—)&\f@% 5x—)x3—)yvg 3
El punto es (%23—‘@)
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4 Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volumen igual a 6,28 litros
para que pueda construirse con la menor cantidad posible de lmja.lata.

SUPDHEmOS El recipiente con dOS [ZlPZI.S:

O

2nr
Area total = 2mrh + 2mr? = 2nr(h + 9)

V=6,28!=6,28 dm?

@
Como V-m-r2-h=314-72.h-628 — h-_028 _2
3,14-r%  #*
Asi: Area total = 2Tcr(%+r) = 2ﬂr(%+r2)
r

Tenemos que hallar el minimo de la funcién:

f =2ﬂ:(%+r2), r>0

5
f‘(r)=2n(—%+2r) =(#)=0 - 242320 5 r=3T=1
r Is
(Como [z’ﬂs f() = oo, l'_z)m F(#) = 400, y f escontinua en (0, +oo); en 7= 1 hay un minimo).
P o

2_2
r=1 > h=2-2_2
21

El cilindro tendrd radio 1 dm y altura 2 dm.
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1 Comprueba que la funcién f(x) = sen x cumple las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo
[0, ]. ;Dénde cumple la tesis?

y=sen x es derivable (y, por tanto, continua) en todo R.
Ademds, f(0) = f(m) = 0. Por tanto, cumple la hipétesis del teorema de Rolle.

y'=cosx=0

. LT
R } — Cumple la tesis en: x=

2

2 :Qué te hace decir eso? [El trabajo con las condiciones para aplicar el teorema de Rolle pue-
de completarse a través de las tres fases que propone esta estrategial.

Calcula & para que la funcién:
f)= x3_dx+ 3
cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, £]. ;Dénde cample la tesis?

f(x) es una funcién polindmica. Por tanto, es continua y derivable en IR y, en particular, continua en

[0, &] y derivable es (0, &).
Por otra parte debe ser:
FO) =) = 3=6-4b+3 = b3—46=0 = b=2, b=0, b=-2
De los tres resultados anteriores solo es vilido & =2 por las condiciones del problema.

Veamos dénde cumple la tesis:

f)=3x2-4 5 32— 4=0 > x= 2;@, x:—zTB
243 .
Como 3 €(0, 2), este es el valor al que se refiere la tesis del teorema de Rolle.

3 Comprueba que la funcién:
2x+2 si —0,5sx<1
f(")=[s-(x-z)2 si lsx<d
cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-0,5; 4]. ;Dénde se cumple la tesis?

La funcion estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas. Serd continua en [-0,5; 4] si
loesenel puntox=1.

lim_ fx)= lim (2x+2)=4
x=1- x=1-

; P e ) a lin fx)=f(1)=4 — f(x) escontinuaen x=1.
i f9= lim (5-Ge-27) =4 7 <5

Estudiamos su derivabilidad:

2 si —0,5<x<1

[ = . , f(17)=2=f"(1") — f(x) esderivableen x=1 y, por tanto, en
2(x-2) si l<x<4

el intervalo (-0,5; 4).
Finalmente, £(-0,5) = 1 = f(4).

El punto al que se refiere la tesis del teorema de Rolle lo obtenemos de -2(x—-2) =0 — x=2.
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4 Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que la ecuacién x3-3x+ k=0 no puede tener mis de
una raiz en el intervalo [-1, 1] cualquiera que sea el valor de %.

flx) = x%—3x+ k es continua en [—1, 1] y derivable en (-1, 1).
x=-1

f@=32-3=0<_"_,
La derivada solo se anulaen x=-1 yen x=1.
Supongamos que f (x) tiene dos raices en [-1, 1], sean ¢; y ;. Por el teorema de Rolle, como
fley) =f(ey) = 0, existirfaun c€ (e}, ¢;) tal que f'(c) = 0.
Pero f'(x) soloseanulaen x=-1 yen x=1, queno estan incluidos en (¢, &), pues =1 < ¢, 5 1.
Hemos llegado a una contradiccion.

Por tanto, x> —3x+ k=0 no puede tener mas de una raiz en el intervalo [-1, 1], cualquiera que sea

el valor de £
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2x-3 i 4
5 Demuestra que f(x) = { st xs

4105 -19 si x24 cumple las hipétesis del teorema del valor medio

en el intervalo [2, 6]. ;En qué punto cumple la tesis?

x!i)nfi’ f(x): x!i’:zl? (2x - 3) =3

xﬁnfr flx)= x!inzi (%% +10x-19)=5¢ — f(x) escontinuaen x=4.

fd)=5

Luego f(x) es continua en el intervalo [2, 6]. (Para x = 4 estd formada por dos polinomios).
Veamos si es derivable:

, 2 si x<d
f(x)'{—zxno si x>4

En x =4, tenemos que f'(47) = f'(4%) = 2. Por tanto, la funcién es derivable en (2, 6). Su derivada es:

oy ]2 si x<4
f(x)_{—ZxHO si x>4

Luego, se cumplen las hipétesis del teorema del valor medio.

Veamos dénde cumple la tesis:

fO-f2) 5-1_4 _,
6-2 4 4°
F@=1> 2c+10=1 > x=3

La tesis se cumple en ¢ = %

X% +2x+a si x<0
—x2+bx  si x>0

medio en [-3, 2]. ;:Dénde cumple la tesis? Haz la grafica.

6 Calcula « y b paraque f(x) = { cumpla las hipétesis del teorema del valor

La funcién estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas. Serd continua en [-3, 2] si lo
esen el punto x=0.

lim  f(x)= lim (x*+2x+a)=a
x—=0" x—=0"

lim  f(x)= lim (=% +bx)=0 = a=0=f0)
x=0* x—=0*



ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

= f07)=2, f0)=5b— b=2

, 20+2 si 3<x<0
f(x)7 {—2x+6 si O<x<2

Cuando =0 y b =2 lafuncién es continua en [-3, 2] y derivable en (-3, 2).

C]wte2x si -3sx<0
f(X)_{—x2+2x siD<cx<2

S@-f3) _0-3_ 3

2-(-3) 5 5
2x+ 2= 3 — x= _13 resultado un punto vilido porque -3 < — 13 <0.
5 10 10
2x+2= —% — x= % también es un punto vilido porque 0 < % <2,

7 Aplica el teorema del valor medio, si es posible, en el intervalo [-2, 1] a la funcién siguiente:
f®) =x2_3x4+2

Calcula el valor correspondiente a ¢ y comprueba graficamente el resultado obtenido.

f(x) esderivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en [-2, —1] y derivable
en (-2, -1).

Luego, cumple las hipétesis del teorema del valor medio.
Veamos donde cumple la tesis:
fO-f@ _fD-FCD) 6o1p
b—a -1-(-2) -1+2

F)=2x-3=-6 > x:‘z—f'

La tesis se cumple en ¢ = _2—5

8 [La decisién sobre si se puede aplicar el teorema del valor medio puede servir para trabajar
esta técnical.
Repite el ejercicio anterior para la funcién:

2

g =x3-x?_x+1

2(x) esderivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en [-2, —1] y derivable

en (=2, -1).
Luego, cumplc las hipc'm:sis del teorema del valor medio.

Veamos dénde cumple la tesis:

gh)-gla) _gD-g=2) _0-(9)

b—ua —1-(=2)  -1+2

W) =3x2-2x-1=9 = 3x?-2x-10=0

Lo 2684120 22124 22231 _1+31 <x=2,19
B B B C 3

6 6 6 x=-1,52
Por tanto, se cumple la tesis en ¢ = 17:;/3_1 .



ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

7 P APLICACIONES TEORICAS DEL TEOREMA DEL VALOR DEL MEDIO
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1 Demuestra quesi f es derivable en un entorno de x y f'(x) <0, entonces f es decreciente en x;,.
Por las hipétcsis, existe un entorno £ = (x; — 5, Xg+ 8) en donde f es negativa.
Sean x; y x, dos puntos del entorno tales que x| < x,. f cumple las hipéresis del teorema del valor

medio en [x], xz], por tanto, Jee (3, x5) tal que:

Slen) = fley)

X=X

FD<0 = fleg) —flae) <0 = flxy) <flxy)
Es decir, f es decreciente en X

2 Demuestra que si f'(xg) =0 y f"'(xy) <0, entonces f presenta un maximo relativo en x;.

Flxg) = h”";mo [l +h]1—f'(xo) - h"”'l,"o f'(xﬁ+h) <0
Si h <0, entonces:
[(xg+h) >0 — f escreciente a la izquierda de x, (1)
Si h >0, entonces:
f(xg+h) <0 — f escreciente a la derecha de x, (2)

Por (1) y (2), f presenta un mdximo en x,, ya que es creciente a la izquierda de x; y decreciente a su
dfrEChH.
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1. Recta tangente y recta normal

Hazlo tu

* Escribe la ecuacién de la recta tangente y la de la recta normal ala curva ¥ y¥=1 enel punto (1, 1).

Para hallar la derivada, tomamos logaritmos:
xy¥=1 =5 ylax+x-lny=l = y-lax+x-lny=0

Derivamos:

y’-!nx+'y-%+ln'y+x-y7’=0
yl-xy-!nx+]2+xy-[n_y+x2y'=0
y'(xy-[nx+x2}:—y2—xy-lny
D mxylny

Xy bnx + x*
Y, 1) =1

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente en (1, 1) es:

¥

y=1-(x—1) esdecir, y=-x-2

2. Tangente que pasa por un punto exterior

Hazlo tu

* Halla los puntos de la curva f(x) = x2 - 2x + 4 en los que la recta tangente a ella pasa por el origen
de coordenadas.

Los puntos de tangencia estdn en la curva y son de la forma (a, a—2a+4).

2
Lapendientedelarectaque pasa porel punto de tangenciay porel origen de coordenadases %.
Por otro lado, la pendiente de la recta tangente serd f'(a) = 24 - 2.

2
Por tanto, %:h—z = a?-2a+4=24>-2a 5 a=-2, a=2.

Hay dos puntos de tangencia que corresponden a dos rectas tangentes:
x=-2, f(-2) =12, f'(-2)=-6 = y=12-6(x+2)
x=2, f(2)=4, f(2)=2 = y=4+2(x+2)
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T 1rucaciones o Las perans
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Resuelve

Optimizacion

* Una persona se acerca a una estatua de 2 m de altura. Los ojos de la persona estdn 1 m por debajo
de los pies de la escultura. ;A qué distancia se debe acercar para que el dngulo, ¢, bajo el cual ve la
estatua sea maximo?

Hay una hermosa resolucién por métodos geométricos. Obsérvala:
Se traza una circunferencia que pasa por los puntos A y B y es tangente a la recta r.

Demuestra que el punto de tangencia, T, es el lugar de la recta r desde el
que se ve el segmento AB con angulo maximo.

Para probar que el dngulo trazado desde el punto de tangencia 7" es el mayor posible entre todos los
trazados desde puntos de la recta usaremos la siguiente propiedad:

«Todos los dngulos inscritos en una circunferencia que abarcan el mismo arco son iguales».

Sﬂﬂ P un Puﬂto Cuﬂlquiﬁrﬂ Situﬂdo Sﬂbre lﬂ rectar (ﬁnélﬂgﬂmﬁﬂ[c s€ raZDnﬂrl’ﬂ si se encuentra en lﬁ pO'
sicion de @). Unimos el punto P con B y obtenemos el punto de corte 7 con la circunferencia. EI
) — — o~ ) o

angulo APB es menor que el dngulo AP'B pero APB=ATB porque los dos son dngulos inscritos
en una circunferencia que abarcan el mismo arco AB. En consecuencia el dngulo trazado desde 7 es
menor que el trazado desde el punto de tangencia 7. Asi, cualquier dngulo trazado desde puntos de

la recta distintos de 7" es menor que AATJ-B, de donde se deduce que este es el mayor dngulo posible.
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1 Halla las rectas tangentes a cada curva que cumplen la condicién que se indica:
a)y:% b)x1+y2—2x+4y—24=0
en los puntos de abscisa 0, 1, 3. en los puntos de abscisa x; = 3.
c)y=§-x2+3x-ﬁ d)_y=§—x2+x—2
paralelasalarecta y—x=9 que pasan por el punto P(2, 0).

a) Calculamos la derivada de la funcién:

= (15x2 + 14x — 16) (x — 2) — (5x3 + 7x? —16%) _ 10x3 —23x% —28x +32
(x-2)? (x-2)*

Ordenadas de los puntos:
2(0)=0; y(1) =4; »(3) =150

* Recra tangente en (0, 0): »'(0) =8
y=8

* Recta tangente en (1, 4): y'(1) =9
y=4-9x-1)=-9x+13

* Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
y=150 + 11(x-3) = 11x+ 117

b) Obtencién de las ordenadas correspondientes:
31+_y2—2-3+4_y—24:0
9+yP—6+4y—24=0
yz +4y-21=0
4+/16+84 —4+y100 _4+10 y=3 — Punto(3,3)
r= 2 T2 T2 <y:—7—>Punto(3,—7)

Para hallar la pendiente en estos puntos, derivamos implicitamente:

2+ 2py'-2+4y'=0
y'(2y+4)=2-2x

o 2-2% _1-x
y 2y+4  y+2
I 2, 2
Asi: ,3)=—-=% ,—7) ==
i: ¥'(3,3) 5 y'(3,-7) 5
* Recta tangente en (3, 3): y=3 - %(x— 3) = —%x + 25—1
* Recra tangente en (3,—7):}:—7+%(x—3)=%x—%

¢) Pendiente de larecta: y—x=9 — y=x+9 = m=1

y=x?-2x+3 5 x?-2x+3=1 = x2-2x+2 =0 no tiene solucién. Luego no existe ningtin
punto de la curva en el que las tangentes sean paralelas a la recta dada.



ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

d) Llamamos 77(x, y) al punto de tangencia que, por ser de la curva, verifica:

3
XT —xtix-2= ¥
0— _
La pendiente del segmento PT es 3 Y Z—J, y tiene que coincidir con el valor de la derivada
-x 2-x

en (x, ). Esdecin:

2_}’ =x? -2+ 1 = =" -2+ D2 -%) — y=x—d4x? +5x-2
-x

Igualamos con la expresién anterior y resolvemos:

3
x? —xlex—2=x"—d4xl+5x-2 — %x3—3x2+ 4x=0 —>
— 2x3-9x2 4+ 12x=0 — x=0 esla tnica solucién real.
Por tanto, el punto de tangencia es (0, —2) y la ecuacién de la recta tangente en ese punto es:

y==2+02-2-(0) + Dx—-0) = y=x-2
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2 D CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Pagina 280

1 Demuestra que si una funcién y = f(x) es decreciente en xj, entonces:

’
fxg) <0
Si f(x) es decreciente en X, entonces existe un entorno de X E=(xg—a, xy+ a) tal que, si x€ F,
X Z X entonces:

S = flxg) <0

X —=Xp

Por tanto, si f(x) es derivable en xy, se tiene que f'(xy) = x[imxnw <0.
2 Dadala funcién y= x> -3x2 - 9x + 5:

a) ;Dénde crece?

b) ;Dénde decrece?

y'=3x —6x—9=3(x*—2x—3)=3(x-3)(x+ 1)

a)x<-1 — y'>0 — fescreciente en (—es, —1)

x>3 = y'>0 = fescreciente en (3, +o0)
b)-l1<x<3 — y'<0 — f esdecreciente en (-1, 3)
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3 P MAXIMOS Y MiNIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION
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1 Comprueba que la funcién y = x3/(x - 2)? tiene solo dos puntos singulares, en x=0 yen x=6.
Averigua de qué tipo es cada uno de estos dos puntos singulares; para ello, debes estudiar el signo
de la derivada.

yro B 2P 20D Pr-D(Bx-2-2) 2(3x-6-29 »(x-6)

(x-2)" x-2)" (-2  (x-2)
y'=0 > xz(x—6)=0<izg

£1(=0,01)>0
£10,01)>0

} En x=0 hay un punto de inflexién.

f(5,99)<0
£1(6,01)>0

} En x=6 hay un minimo relativo.

2 a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funcién y = -3x% + 4x3. Mediante
una representacién adecuada, averigua de qué tipo es cada uno de ellos.

b) Haz lo mismo para y = x% + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.
a\)}l'=—12x3 +12x2 = 12x%(x+ 1)
=0 > P 0,0
y'=0 < X unto( )} Dos

puntos singulares. #=l— Pumo(L1)

Los dos puntos estdn en el intervalo [-1; 1,5], donde la funcién es derivable.

1
Ademis, f(-1)=-7 y f(1,5) =-1,7. V\
* En (0, 0) hay un punto de inflexion. + \

* En (1, 1) hay un mdximo relativo.

b)y'= 4x3 + 24x2% + 44x + 24 = 4(x + 1)(x + 2)(x + 3)

x=-1 — Punto(-1,0)

y'=0 < x=-2 — Punto(-2,1) Tres
puntos singulares. x=-3 — Punto(-3,0)

Los tres puntos estdn en el mismo intervalo [-4, 0], donde la funcién es derivable.
Ademds, f(-4)=£(0)=9.

* Hay un minimo relativo en (=3, 0), un mdximo relativo en (=2, 1) y un minimo
relativo en (-1, 0). 9

5 P, O
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A ) INFORMACION EXTRAIDA DE LA SEGUNDA DERIVADA
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1 Estudia la curvatura de esta funcién:
y=3x*-8x%+5
[ = 12x3 = 24x% £7(x) = 36x% — 48x
x=0 — Punto(0,5)
Fr) =0 > 12x(3x—4) = o<x:% . Pumo(%,_ 121

27
( F) =720 — 485 F(0)20; f(%) . 0)

Los puntos (0, 5) y (%,—%) son puntos de inflexion.

* La funcién es concava en (—ee, 0) U (%, +c=o), pues f"(x) > 0.
* La funcién es convexa en el intervalo (O, %), pues f"(x) < 0.

2 Estudia la curvatura de la funcién siguiente:
y=x3—6x2+9x
F)=3c2—12x+ 9 f(x) = 6x-12
S =0 = 6x-12=0 — x=2 — Punwo (2, 2)
(f"(x) =65 f"(2) = 0)
El punto (2,2) esun punto de inflexién.
* La funcién en convexa es (—eo, 2), pues f"(x) < 0.

* La funcién en concava es (2, +e0), pues f'(x) > 0.
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5 ) OPTIMIZACION DE FUNCIONES
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1 Halla el niimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la funcién:
2
fl) =x+ ==
x

fego1- B =25 :0<x:s = f(5)=10

2 2 x=-=5 — (novale, pues x>0)

xl
(Como .e'.im+ Ax)=+eo, xlf’f flx)=+eo, ylafuncidn es continuaen (0, +e0); hay un minimoen x=5)
x—0 el

Por tanto, el niimero buscado es x = 5. El minimo es 10.

2 De entre todos los tridngulos rectingulos cuyos catetos tienen longitudes que suman 10 cm, ha-
lla las dimensiones de aquel cuya drea es mdxima.

x+y=10 = y=10-x

Xy x-(10-x)  10x—ux2
B R R S , 0<x<10

Tenemos que maximizar la funcion:

Area =

2
5 f(x)=x+mx%,0<x<10

fx) = l(};Zx =5-x=0 =2 x=5—>y=10-5=5
(f(ﬂ) =0; f(10)=0; £(5) = %; y f es continua. Luego en x=5 estd el rna’.ximo),

Los catetos miden 5 cm cada uno. El drea mdxima es de 12,5 cm?.

3 [El ejercicio puede plantear dudas a los compaiieros y las compaieras, de forma que el
alumnado pueda trabajar la comunicacién (dimensién social)].

Entre todos los rectingulos de perimetro 12 m, ;cudl es el que tiene la diagonal menor?

d={6-x%+x* 0<x<6

Tenemos que minimizar la funcién:
a’ 6—x f(x):\i(G—x)2+x2, 0<x<6
i) = -2(6-x)+2x _ —1244x _ —6+2x
24607+ 2J(6-xP+x> (627427
fl)=0—> -6+2x=0 - x=3
(F(0) = 6; f£(6) =6; F(3) = yI8=342 = 4,24; y f(») escontinua. Luego en x =3 hay un minimo).

El rectingulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.

k3
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EBAU EZ OHIKOA 2023

A3 Ariketa

Izan bedi f(z) = — T Aztertu f-ren gorakortasun- eta beherakortasun-
xr

tarteak, kalkulatu haren asintotak, eta aurkitu f funtzioaren grafikoaren zuzen
ukitzailea = = 0 abszisa duen puntuan. Egin f funtzioaren grafikoaren gutxi
gorabeherako irudikapena.

B3 Ariketa

Izan bedi f(z) = 2° + Az? + Bz + C. Aurkiti®4,
f(0) = 2izan dadin, f-ren grafikoar
zisa duten puntuetan paraleloak i

arametroen balioak
= 1etaz =3 abs-

dezan z = —1 puntuan. Mutur erlati igoa ala minimoa da? Aztertu
f-k beste mutur erlatiborik aximoak edo minimoak di-
ren.

EBAU 2023- OHIKOA
A3 Ariketa

.mm haren gorakortasun- eta

en maximo eta minimo erlatiboak. Kal-
dilearen ekuazioa r = 2 abszisa duen

Izan bedi f(z) = z* — 22°
beherakortasun-ta >
kulatu f-ren grafik@aren
puntuan.

B3 Ariketa

f(x) = Az® + Bz + C funtzioa gorakorra da (—oo, 1) tartean eta beherako-
rra (1, +oo) tartean. Gainera, f-ren grafikoaren zuzen ukitzailea = = 2 abz-
siza duen puntuan y = x + 2 ekuazioko zuzenarekiko perpendikularra da eta

f(0) = iil}(l) T da. Kalkulatu A, B eta C parametroen balioak.

T

EBAU 2022- OHIKOA

A3 Ariketa

Izan bedi f(z) = (2—1)%e2* funtzioa. Aztertu f rakortasun- eta beherakortasun-
tarteak eta kalkulatu haren maximoak eta minjnoak.

B3 Ariketa

Izan bedi f(x) = 2* + A2 + Bz + CHAurkifh A, B parametroen balioak f
nulua izan dadin 2 = 1 abszisa duen pulian gta f-ren gfafikoaren zuzen ukitzaileak

xr = —1 eta x = 3 abszisa d tueta
izan daitezen.




EBAU 2022- EZ OHIKOA
A3 Ariketa

Kalkulatu y = 3z — 2 zuzenarekiko pafaleloakidi

ren grafikoaren zuzen ukitzaileak. AzteFtu f-r
tarteak.

\ 4

2% — 32+ 1 funtzioa-
asun- eta beherakortasun-

B3 Ariketa
Izan bedi
x < 1 bada,
I
r— A, x> 1 bada.
(a) Aurkitu A eta B para en balioak f zuzen erreal osoan deribagarria izan
dadin.
(b) Egin f-ren adierazpen grafikoa (a) atalean lortutako A eta B parametroen
balioekin.
EBAU 2021- OHIKOA

A3 Ariketa

ak eta gorakortasun-

B3 Ariketa
Izan bedi f(z) = Az® + Ba?

a) Aurkitu A, Be a .

. oak f-ren grafikoa (0, 1) puntutik pasa
dadin eta minifllo bat izan deZ8

. 1) puntuan.

b) Lortutako funtzioak te?dmo edo minimorik al du? Horrela bada, aur-
kitu.

EBAU 2021- EZ OHIKOA
A3 Ariketa
Aztertu f(z) = i funtzioaren gorakortasun- eta beherakortasun-tarteak, eta

2 -4
kalkulatu haren maximoak eta minimoak.



B3 Ariketa

Izan bedi f(z) = 2* + Az? + Bz + C. Aurkitu A, B eta C parametroen balioak
x = 0 abszisa duen puntuan f-ren grafikoa uzen ukitzailea y = 2z — 1
izan dadin, eta = 1 abszisa duen puntuan f-remgrafikoaren zuzen ukitzailea

horizontala izan dadin.
x = 1 abszisa duen puntuan dagoen muturr@zer da, magimoa edo minimoa?




EBAU 2021 - 2025 DERIBATUEN BLOKEA

EBAU OHIKOA 2025

(4A) Izan bedi f(z) = z* + A2® + 2° + Bz funtzio

(a) (1 puntu) Kalkulatu A eta B parametro

eta » = 1 abzisa duten puntuetatik p:

f funtzioaren grafikoaren =z = 0
izan daitezen.

uzen ukitzaileak horizontalak

EBAU ez OHIKOA 2025
(4A) 1zan bedi f(r) = #2_4

(a) (1 puntu) Aurkitu f funtzioaren asintotak.

(b) (1 puntu) Aurkitu f funtzioaren gorakortasun- eta beherakortasun-tarteak.

(c) (0,5 puntu) Kalkulatu f funtzioaren grafikoak » = 0 abzisa-puntuan duen zuzen
ukitzailea.

(4B) Katilu zilindrikoen fabrikaziorako ikerketa bat egitea eskatu digute. Baldintza gisa,

haien edukierak 2167 cm? izan behar duela ezarri dute. Enpresak fabrikazioa ahalik eta
merkeena izatea nahi du.

(a) (1,5 puntu) Kalkulatu fabrikaziora bidali beharreko neurrien zehaztapenak helbu-
rua lortzeko.

(b) (1 puntu) Katiluak kanpoaldetik koloreztatu egingo dira, eta horretarako erabiliko
den materialaren kostua 3 €/m?* da. Kalkulatu katilu bat koloreztatzeko kostua.



EBAU OHIKOA 2024

A3 Ariketa
lzan bedi f(z) =

__r

2 —-2x+1

(a) (0,5 p) Aurkitu f-ren asintotak.

(b) (1 p) Kalkulatu f-ren gorakortasun- eta beherakortasun-tarteak.

(c) (0,5 p) Aurkitu f-ren grafikoaren zuzen ukitzailearen ekuazioa = = 0
abszisa duen puntuan.

(d) (0,5 p) Egin f funtzioaren grafikoaren gutxi gorabeherako irudikapena.

B3 Ariketa
Jakina da f(x) = As* + Bz + C funtzioak mutur erlatibo bat duela = = 1/2

denean eta f-ren grafikoaren zuzen ukitzailearen ekuazioa = = 1 abszisa
duen puntuan y = 6x — 2 dela.

(a) (1,5 p) Aurkitu A, B eta C parametroen balioak.

(b) (1 p)Aurkitu f funtzioaren mutur erlatibo guztiak eta arrazoitu maximoak
edo minimoak diren.

EBAU EZ OHIKOA 2024

A3 Ariketa
Izan bedi f(z) = 2*+Az*+ Bx+C. f funtzioaren grafikoaren zuzen ukitzaileak

r = —1 eta r = 2 abszisa duten puntuetan paralelq,ak dira. Gainera, f-k mutur
r _ 1
da.

erlatibo bat dauka = = 1 denean, eta f(0) = lirr'mJ p

(a) (1,5 p) Aurkitu A, B eta ' parametroen balioak.

(b) (1 p)Aurkitu f-ren grafikoaren zuzen ukitzailearen ekuazioa r = —1 abs-
zisa duen puntuan, A = —3, B = ( eta C' = 4 parametroen balioetarako.

B3 Ariketa
Izan bedi f(z) = 2z 2.

(a) (1 p) Aurkitu f-ren gorakortasun- eta beherakortasun-tarteak.

(b) (1 p) Aurkitu f-ren mutur erlatiboak, eta arrazoitu maximoak edo mini-
moak diren.

(c) (0,5 p) Aurkitu f-ren asintotak.
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EBAU- OPTIMIZAZIO ARIKETAK

EBAU 2025 OHIKOA

EBAU 2025 EZ OHIKOA

(4B) Katilu zilindrikoen fabrikaziorako ikerketa bat egitea eskatu digute. Baldintza gisa,
haien edukierak 2167 cm? izan behar duela ezarri dute. Enpresak fabrikazioa ahalik eta
merkeena izatea nahi du.

(a) (1,5 puntu) Kalkulatu fabrikaziora bidali beharreko neurrien zehaztapenak helbu-
rua lortzeko.

(b) (1 puntu) Katiluak kanpoaldetik koloreztatu egingo dira, eta horretarako erabiliko
den materialaren kostua 3 €/m* da. Kalkulatu katilu bat koloreztatzeko kostua.

2015 UZTAILA A3

Horma-irudi bat apaintzeko, zurezko marko angeluzuzen bat eraiki nahi dugu, bost
metro karratuko azalera bat zedarrituko duena. Badakigu markoaren kostua
zentimetroko 1,5 € dela alde horizontaletan eta 2,7 €, berriz, alde bertikaletan.
Zehaztu zer dimentsio aukeratu behar ditugun markoa ahalik eta merkeena izan
dadin.

2014 UZTAILA B3

Badakigu A eta B zenbaki positiboen Kkarratuen batura 32 dela. Kalkula itzazu
zenbaki horiek haien arteko biderkadura, A-B, maximoa izan dadin.

2013 EKAINA B3

200 cm luzeko segmentu bat bitan zatitu da. Zati batekin karratu bat eratu da, eta,
bestearekin, oinarria garaiera baino bi aldiz handiagoa duen laukizuzen bat. Kalkula
ezazu zati bakoitzaren luzera, baldintza hau kontuan izanik: karratuaren eta
laukizuzenaren azaleren baturak minimoa izan behar du.



2013 UZTAILA A3

Elektronikako denden frankizia batek kalkulatu du asteko irabaziak (mila eurokotan
adierazia) irekia duen n denda kopuruaren mende daudela, adierazpen honen
arabera:

B(n) =—4n(2n* —15n+24) .
Arrazoituz, kalkula ezazu hau:

a) Zenbat denda izan behar dituen asteko irabaziak maximoak izan daitezen.
b) Irabazi maximo horien balioa.

2012 EKAINA B3

Enpresa batek estalkirik gabeko kartoizko kaxak egiten ditu, 4.000 zentimetro
kubikoko bolumenekoak. Kaxen oinarria karratua da.

Kalkula ezazu zer altuera duen eta oinarrian zer alde izan behar duen kaxa bakoitzak
fabrikazioan ahal den kartoirik gutxiena erabiltzeko.

2012 UZTAILA B3

Denda batean olioa saltzen da 2 euroan litroa. x litro saltzen direnean, era guztietako
kostuak (eurotan adieraziak) hauek dira: 0.5x+Cx”. Eta badakigu 750 litro saltzen

direnean lortzen dela etekin maximoa. Aurkitu itzazu C-ren balioa eta lortutako etekin
maximoa.

2010 UZTAILA A3

Merkatari batck kafca saltzen du 2 curo cta 75 zentimotan kiloa. Merkatariak bi
motatako gastuak ditu, merkantziaren garraioa cta herri-ogasunari ordaindu behar-
rcko zerga bat. Saltzen duen kilo bakoitzcko, garraioaren gastua 25 zentimokoa
da. Herri-ogasunari ordaindu beharrcko curo-kopurua kalkulatzcko, saldutako kilo-
kopuruaren karratua zati 1200 cgin behar da.

Aurrcko datuckin kalkulatu merkatariak saldu behar duen kilo-kopurua irabazia
maximoa izan dadin, cta kalkulatu irabazi maximo hori.



9. GAIA: DERIBATUEN ERABILERAK BATX 2

DERIBATUEN APLIKAZIOAK: FUNTZIO BATEN KOEFIZIENTEAK

Honelako ariketak ebazteko, enuntziatuek funtzioei buruz emoten dabezan datuak ondo
interpretatu eta hizkuntza matematikora itzuli behar izaten dira.

1.- Ariketak behin eta berriro irakurri, esaldi bakoitzak eskaintzen dauan informazioa jasotzeko.
2.- Datu bakoitza ekuazio matematiko baten bidez formulatu.
3.-Kalkulatu behar diran koefiziente beste ekuazio planteatu eta sistema ebatzi.

4.- Koefizienteak funtzioan ordezkatu eta funtzioa osotu.

ADIBIDEA 1: P(x)=x"+Ax’ +Bx polinomioari buruz ondoko datuak ezagunak diara: bere
zuzen ukitzailea x=1 deneko puntuan y=7x-3 zuzenarekin paraleloa da eta bestalde,
polinomioak x =—1 deneko puntuan mutur erlatibo bat dauka.

Aurrekoa ezagututa, aurkitu A eta B parametroaren balioak. Arrazoitu balio horiekin P(x)
polinomioak beste mutur erlatiborik daukan ala ez, x = —1 deneko puntukoaz gain.

EBAZPENA:

a) Bere zuzen ukitzailea x=1 deneko puntuan y=7x+2 zuzenarekin paraleloa da esaldiaren
esanahia:

x = 1 puntuan funtzioak daukan zuzen ukitzailearen malda eta y =7x+2 zuzenaren malda bat
datoz; hauda, P'(N=7

b) Polinomioak x = —1 deneko puntuan mutur relatibo bat dauka esaldiaren esanahia:
x =—1 puntuan zuzen ukitzailea horozontala da, bere malda 0 da; hauda P'(-1)=0

P()=17
) {P'E )1) -0 ekuazioa sistema planteatu eta ebatzi, eta horretarako P'(x) kalkulatu.

, ) 3-1°4+24-14B=7 3+2A+B=17
P(x)=3x"+2Ax+B = ,
3 (-7 +24)- (-D+B=0 3-24+B=0
1 7
3=— etaA=—
875 4

Beste mutur erlatiborik x = —1 deneko puntukoaz gain????
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BATX 2

Funtzio polinomikoa danez, deribagarria da definizio eremuan, R osoan; beraz mutur erlatiboak

kalkulatzeko P'(x) =0 eginez lortuko doguz:

P'(x)=3x"+ Terl
2 2

P'(x)=0
Funtzioak bai badauka beste mutur erlatibo bat x = -1/6 puntuan|.

Erabili ondoko grafikoa ariketan planteatutakoa frogatzeko.

x=-1 puntuan
zuzen ukitzaile
horizontala

Tx +2

.
L}
"
L}
]
I
I
1
1
1

9
I
I
I
L
L
"
'
I
I
I
1]
J
J

2
L
L
[}
"
]
1
n
A
L]
1
1
I
I
T
n

0

0  Ebatziz
Xx=-—

6

Funtzioa
et gty )
y=a +a oo

Zuzen ukitzailea x = 1
puntuan etay=T7x+2
zuzenarekiko paraleloa

)

aldagai errealeko funtzio erreala.

f(x):ax’+bxz+cx+d

ADIBIDEA 2: I1zan bedi
Kalkulatu a, b, c eta d jakinik x=-1 puntuan maximo bat daukala, funtzioaren grafikoak OX
ardatza x =-2 puntuan ebakitzen dauala, x = 0 puntuan inflexioa daukala eta funtzioarekiko

zuzen ukitzailearen malda x =2 puntuan 9 dala.

EBAZPENA:

fx)=ax’ +bx* +ex+d

o Funtzioak x=-1 puntuan maximoa
o Funtzioak x=-2 puntuan OX ebaki
Funtzioak x=0 puntuan inflexioa

fl(x)=3ax’ +2bx+c F"(x)=3ax+2b

1.- Ariketak behin eta berriro irakurri, esaldi bakoitzak eskaintzen dauan informazioa jasotzeko:
f=n=0

=
= f=2)=0
> f"0)=0
> (=9

L ]
Funtzioak x=2 puntuan zuzen uk. malda 9
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2.- Datu bakiotza ekuazio matematiko baten bidez formulatu.

f'=H=0 - 3a(=1)* +2b (=D +c=0 - 3a-2b+c=0

f(=2)=0 = a(=2)'+b(-2)"+c(-2)+d =0 — —8a+4b-2c+d =0

f'm=0 — 3a(M+2b=0 — 2b=0

f(2)=9 > 322’ +2b(2)+c=9 - 12a+4b+c=9

3a-2b+c=0

-8a+4b—-2c+d =0 i i
Ebatzieta a=3/2; b=0; ¢=-9/2; d =3 etafuntzioa

26=0

12a+4b+¢=9

honako hau izango da  f(x) = %xl —%x+3

Ondorengo grafikoan konprobatu datuak:

x = 2 puntuan Zuzen ukitzailea,

Mazimoa * = —1 puntuan B b
zuzen uk. horizontala =)= 24 ( zuzenaren malda etafuntzioaren >
malda 0 deribada puntu horretan berdinak

flz) = §m:t 4 E:E +3 ~ Inflexioa
2 2 < x = 0 puntuan, >
btgarren deribada 0
ebaketa puntua

(=2,0)
‘e 8 7 6 5 4 3

< OX ardatzagaz >
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ADIBIDEA 3: V=% +ax’ +bx+c oy y=1 puntuan ebakitzen du abzisa-ardatza eta
inflexio-puntu bat du (3,2)-n.

a) Kalkulatua a, b eta c koefizienteak.

b) Kalkulatu kurbako zer puntuk daukaten OX ardatzarekiko paraleloa den zuzen ukitzailea.

EBAZPENA:
a) y=x+ax’+bx+c Fl(x)=3x"+2ax+b f"(x)=6x+2a

1.- Ariketak behin eta berriro irakurri, esaldi bakoitzak eskaintzen dauan informazioa jasotzeko:
e Kurbak x =1 puntuan ebaki abzisa-ardatza, funtzioa (1,0) puntutik pasatu:

Funtzioa (3,2) puntutik pasatu
s Inflexio-puntu bat du (3,2)-n.

Inflexioa dagoenez f"(3) puntu horretan nulua

2.- Datu bakoitza ekuazio matematikoa baten bidez formulatu:

fH=0 > l+a+b+c=0 a=-9
f3)=2 =  27+9%+3b+c=2 Ebatzi b=24
f'3=0 — 184+2a=0 c=-16

Beraz funtzioa honako hauizangoda y =x" —9x” +24x-16

b) Kurbako zer puntuk daukaten OX ardatzarekiko paraleloa den zuzen ukitzailea:

Zuzen ukitzailea OX ardatzarekiko paraleloa bada, bere malda nulua da eta deribatuaren
interpretazio geometrikoan oinarrituz, puntu horretan zuzen ukitzailearen malda eta funtzioaren
deribatua puntu horretan bat datoz. Beraz,

=4

2

F=0 = 3-18x+24=0 - {x
Eta puntuak hauek dira (4,0) eta (2,4).

Hurrengo grafikoan interpretatu lortutako emaitzak:
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f(z) = 2* — 92% 4 242 — 16

Zuzen ukitzailea
)

ganbila/ahurra

B< o Infldxrio puntua >
e (3,2) € f(x)

(4,0)
Zuzen ukitzailea
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15

, Diamante baten balioa bere pisuaren berbiduraren proportzionala da. Bitxigile batek diamante bat ebakitzeko -

esan dio bere laguntzaileari, eta zatiak ikusi dituenean ohartu da diamantearen balioaren galera maximoa izan
dela. Nola ebaki du laguntzaileak diamantea? i
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.

. Fruta-dendari batek kalkulatu du marrubi kilogramo bakoitzak sortutako irabazia salmenta-prezioaren
araberakoa dela honako funtzio honen arabera: B(x)=2x-x* - 0,84, non B(x) kilogramo bakoitzeko irabazia den,
eurotan adierazita, eta x kilogramo bakoitzaren prezioa, hau ere eurotan.

a) Kilogramo bakoitzeko zein prezioren artean daude biltegi-jabearen irabaziak?

b) Kilogramo bakoitzeko zein preziok maximizatzen ditu irabaziak?
c) Biltegian 10.000 kilogramo marrubi badituzu, zein izango da lor dezakezun irabazi total maximoa?
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» X, y zenbaki erreal positibo guztien artean, non x+y= 10 den, aurkitu p = x?y biderkadura maximoa dutenak.
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a‘ v Telebista fabrika batek 300 €-tan saltzen ditu telebista bakoitza. x telebista fabrikatzeko kostuak D(x) = 200x + x?
dira, non 0 £ x < 80 den.
a) Fabrikatu diren telebista guztiak saldu direla suposatuz, aurkitu x telebista fabrikatu eta saldu ondoren
lortutako(fabazi-funtzioa, >
b) Zehaztu irabazi maximoa lortzeko fabrikatu behar diren gailu kopurua, baita aipatutako irabazi maximoa ere.

D) = 200X +X L DawYs Fab~ bhde koltua.
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)\2 . Kalkulatu 8ko perimetroa eta azalera maximoa dituen triangelu isoszelearen oinarria eta altuera.
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I q . Aurkitu bi zenbaki, zeinen batura 20 den, haien biderketa maximoa dela jakinda.
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‘6‘Aurkitu zenbaki bat non, bere karratua kentzean, emaitza maximoa lortzen dan.
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@ituen leiho baten -marko angeluzuzen bat eraiki behar da. Sekzio horizontalen metro lineal batek 2,50
gl i
® “gtro balio du, eta sekzio bertikalen metro lineal batek, berriz, 5 euro. Zehaztu leihoaren neurriak markoaren

Wu marko horren prezioa.
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18 « Metro bateko luzera duen alanbre bat bi zatitan moztu dugu, batekin karratu bat eta

bestearekin zirkulu bat eginez. Kalkulatu zati bakoitzaren neurriak, azaleraren batura hau maximoa
izan dadin, azaleraren batura hau minimoa izan dadin.
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}O‘M duten kono guztien artean, aurkitu bolumen maximoa daukanaren erradioa.
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A‘ Metalezko pote zilindriko estalkidun batzuk egin nahi ditugu. Estalkian erabili beharreko metalaren kostua,
* metro karratuko, ontziko gainerako metalaren kostuaren erdia da. Poteek 10 litroko edukiera izatea nahi
badugu, nola egin behar ditugu kostua minimoa izan dadin?
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l Q. Bi automobil bi errepide perpendikularretik doaz. Lehe nengoa A hiritik irten da bi errepideen arteko bideguru-
tzerantz 100 km/h-ko abiaduran, eta bigarrena B hiritik 80 km/h-ko abiaduran. A-tik bidegurutzerainoko
distantzia 100 kilometrokoa da, eta B-tik bidegurutzera 120 km daude. Zer momentutan izango da minimoa bi
automobilen arteko distantzia?
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‘ Aurkitu 6 metroko perimetroa duen leiho angeluzuzen baten neurriak, azalera maximoa izan dezan eta, horrela,

> r
argitasun maximoa sortu dezan.  ___
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6 ., Orrialde bateduki behar du. Goiko eta beheko marjinek bina zentimetro izan behar dituzte, eta

alboetakoek bana. Aurki itzazu orriaren neurriak, pape raren kostua minimoa izan dadin, ALQLH?}?\
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# . Zer zenbaki positibok egiaztatzen du horri berorren aldrantzizkoa batuz gero ateratzen den batura minimoa
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?, Deskonposa ezazu bi batugaitan 28 zenbakia, haien biderkadura maximoa izango den eran.
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4 Kutxa ireki bat egiteko, hamar zentimetroko aldea duen kartoi karratu batetik kantoi bakoitzeko karratu bat
* moztuko dugu Kalkula ezazu ebakl behar dugun karratuaren aldea, kutxaren bolumena maX|moa izan dadin.
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2. GILTZA 11 (40.ARIK-275.0RR) Hesitu egin nahi dogun bide-bazterrean dagoen lursail errektangular bat. Bidearen
ondoko hesiak 5€/m balio du eta beste hiru aldeetakoak 0,625 €/m. Kalkula ezazu 1800 eurorekin hesitu
dezakegun azalera handieneko lurzailaren azalera.

| P2Zex\oA
< T €/m

342 0,625 €/m .

Em: 115.200 m?
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3 GILTZA 1l (41.ARIK-275.0RR) Petrolioa pilatzeko erabiltzen diren upelak zilindrikoak dira eta 160 litroko edukiera
dute. Lortu zilindroaren dimentsioak, upelak erabilitako txaparen kantitatea mlnlmoa izan dadin.
Em.:r=2,94 dm, h=5,88 dm
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GILTZA Il (45.ARIK-275.0RR) Esmeralda baten pisua 16 g-koa da eta, dakigunez, esmeraldaren balioa beren
pisuaren karratuaren proportzionala da. Esmeralda hori bi zatitan ebakitzen badugu , kalkulatu zati bakoitzak
izan behar duen pisua , balio minimoa izan dadin.
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5 Zati ezazu 40 zentimetroko segmentu bat bi partetan, horien gainean eraikitako triangelu aldekideen Ezale;en‘

* batura minimoa izango eran DATY A
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OPTIMIZAZIOA

1. GILTZA i (38.ARIK-275.0RR) Etxebizitza-agentzia batek 200 apartamentu dauzka alokaturik hiri batean eta
bakoitzaren kasuan 160 euroko alokairua kobratzen du. Alokairua goratzen duen 5 euro bakoitzeko maizter bat
galtzen du, merkeagoa den beste apartamentu batera pasatzen baita. Zein da agentziari irabazirik handiena
dakarkion alokairua?

Em: 580 €

2. GILTZA Il (40.ARIK-275.0RR) Hesitu egin nahi dogun bide-bazterrean dagoen lursail errektangular bat. Bidearen
ondoko hesiak 5€/m balio du eta beste hiru aldeetakoak 0,625 €/m. Kalkula ezazu 1800 eurorekin hesitu
dezakegun azalera handieneko lurzailaren azalera.

Em: 115.200 m?

3. GILTZA Il (41.ARIK-275.0RR) Petrolioa pilatzeko erabiltzen diren upelak zilindrikoak dira eta 160 litroko edukiera
dute. Lortu zilindroaren dimentsioak, upelak erabilitako txaparen kantitatea minimoa izan dadin.
Em.:r=2,94dm, h=5,88 dm

4. GILTZA 1l (45.ARIK-275.0RR) Esmeralda baten pisua 16 g-koa da eta, dakigunez, esmeraldaren balioa beren
pisuaren karratuaren proportzionala da. Esmeralda hori bi zatitan ebakitzen badugu , kalkulatu zati bakoitzak
izan behar duen pisua , balio minimoa izan dadin.

Em: 8g

5. Zati ezazu 40 zentimetroko segmentu bat bi partetan, horien gainean eraikitako triangelu aldekideen azaleren
batura minimoa izango den eran

6. Orrialde batek 18 cm? testu eduki behar du. Goiko eta beheko marjinek bina zentimetro izan behar dituzte, eta
alboetakoek hana. Aurki itzazu orriaren neurriak, pape raren kostua minimoa izan dadin.

7. Zer zenbaki positibok egiaztatzen du horri berorren aldrantzizkoa batuz gero ateratzen den batura minimoa
izatea?

8. Deskonposa ezazu bi batugaitan 28 zenbakia, haien biderkadura maximoa izango den eran.

9, Kutxa ireki bat egiteko, hamar zentimetroko aldea duen kartoi karratu batetik kantoi bakoitzeko karratu bat
moztuko dugu. Kalkula ezazu ebaki behar dugun karratuaren aldea, kutxaren bolumena maximoa izan dadin.

10. Bederatzi zentimetroko sortzailea duten kono guztien artean, aurkitu bolumen maximoa daukanaren erradioa.

11. Metalezko pote zilindriko estalkidun batzuk egin nahi ditugu. Estalkian erabili beharreko metalaren kostua,
metro karratuko, ontziko gainerako metalaren kostuaren erdia da. Poteek 10 litroko edukiera izatea nahi
badugu, nola egin behar ditugu kostua minimoa izan dadin?

12. Biautomobil bi errepide perpendikularretik doaz. Lehe nengoa A hiritik irten da bi errepideen arteko bideguru-
tzerantz 100 km/h-ko abiaduran, eta bigarrena B hiritik 80 km/h-ko abiaduran. A-tik bidegurutzerainoko
distantzia 100 kilometrokoa da, eta B-tik bidegurutzera 120 km daude. Zer momentutan izango da minimoa bi
automobilen arteko distantzia?

13. Aurkitu 6 metroko perimetroa duen leiho angeluzuzen baten neurriak, azalera maximoa izan dezan eta, horrela,
argitasun maximoa sortu dezan.




14,
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

Aurkitu bi zenbaki, zeinen batura 20 den, haien biderketa maximoa dela jakinda.
Aurkitu zenbaki bat non, bere karratua kentzean, emaitza maximoa lortzen dan.

8 m? dituen leiho baten -marko angeluzuzen bat eraiki behar da. Sekzio horizontalen metro lineal batek 2,50 :
euro balio du, eta sekzio bertikalen metro lineal batek, berriz, 5 euro. Zehaztu leihoaren neurriak markoaren
kostua minimizatzeko, eta aurkitu marko horren prezioa.

Aurkitu 3 zenbaki ez-negatibo, euren arteko batuketa 14 dana. Zenbaki bat bestearen bikoitza izan behar da eta.
haien karratuen batura :

a) Maximoa izanik

b} Minimoa izanik

Metro bateko luzera duen alanbre bat bi zatitan moztu dugu, batekin karratu bat eta bestearekin zirkulu bat
eginez. Kalkulatu zati bakoitzaren neurriak, azaleraren batura hau maximoa izan dadin, azaleraren batura hau
minimoa izan dadin.

Fruta-dendari batek kalkulatu du marrubi kilogramo bakoitzak sortutako irabazia salmenta-prezioaren
araberakoa dela honako funtzio honen arabera: B(x)=2x-x? - 0,84, non B(x) kilogramo bakoitzeko irabazia den,
eurotan adierazita, eta x kilogramo bakoitzaren prezioa, hau ere eurotan.

a) Kilogramo bakoitzeko zein prezioren artean daude biltegi-jabearen irabaziak?
b) Kilogramo bakoitzeko zein preziok maximizatzen ditu irabaziak?
c) Biltegian 10.000 kilogramo marrubi badituzu, zein izango da lor dezakezun irabazi total maximoa?

X, y zenbaki erreal positibo guztien artean, non x+y= 10 den, aurkitu p = x?y biderkadura maximoa dutenak.

Telebista fabrika batek 300 €-tan saltzen ditu telebista bakoitza. x telebista fabrikatzeko kostuak D{x) = 200x + x?
dira, non 0 £ x < 80 den.

a) Fabrikatu diren telebista guztiak saldu direla suposatuz, aurkitu x telebista fabrikatu eta saldu ondoren
lortutako irabazi-funtzioa.

b) Zehaztu irabazi maximoa lortzeko fabrikatu behar diren gailu kopurua, baita aipatutako irabazi maximoa ere.

Kalkulatu 8ko perimetroa eta azalera maximoa dituen triangelu isoszelearen oinarria eta altuera.

Igerileku bat eraiki behar da paralelepipedo zuzen baten forman, oinarri karratu batekin. 192 m?-ko baldosak
ditugu igerilekuaren hormak eta hondoa estaltzeko. Zehaztu igerilekuaren neurriak, gehienezko edukiera izan
dezan.

Aurkitu 60 cm-ko perimetroa duen kartulina laukizuzen baten x oinarria eta y altuera, kontuan izanik bira oso bat
ematean alde bertikal baten inguruan, bolumen maximoko zilindro bat eragiten duela.

Diamante baten balioa bere pisuaren berbiduraren proportzionala da. Bitxigile batek diamante bat ebakitzeko
esan dio bere laguntzaileari, eta zatiak ikusi dituenean ohartu da diamantearen balioaren galera maximoa izan
dela. Nola ebaki du laguntzaileak diamantea?




OPTIMIZAZIOA
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OPTIMIZAZIO-PROBLEMAK EBAZTEKO ARGIBIDEAK

Honelako problemetan optimizatu behar dugun funtzioa ezagutzean datza benetako zailtasuna;
optimizatu behar dogun funtzioaren adierazpen analitikoa aurkitzea. Problema honeek ebazten
ohitzeko, hona hemen jarraibide batzuk:

1.- IRAKURRI problemaren enuntziatua behin eta berriro; ia buruz jakin arte.

2.- Identifikatu optimizatu behar dogun funtzioa (azalera, bolumena, distantzia, denbora,
abiadura, kopurua,....)

3.- Problemaren datuak erabiliz, optimizatu beharreko funtzioa aldagai bakar baten menpe
adierazi( aukeratu ondo aldagaia; deribatzerakoan sarritan aldagai bat bestea baino
erosoagaoa da eta).

4.- Aurreko puntuan lortutako funtzioa deribatu eta zerora berdinduz lortzen dogun
ekuazioa ebatzi f'(x)=0.

Ebazpen honetatik lortuko doguz maximo edo minimo posibleak.
5.- Berretsi maximoa edo minimoa:

a)Optimizatu behar dogun funtzioaren bigarren deribada kalkulatu eta bertan
f"(x,)<0 bada Minimoa

lortutako erroa ordezkatu: ” .
f"(xy)>0 bada Maximoa

b) Optimizatu behar dogun funtzioaren lehenengo deribadaren taula osotu.

Xo
(x) B e o | S

/Maximoa\

Xo
fix) | e O++++++++++++++++

\yinimoa /

Link interesgarria

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/euskaraz/optimacion.htm

JARRAIAN DAUKAZUZ HIRU ADIBIDE; AZTERTU ARRETAZ



ADIBIDEA 1: 2400 m*ko azalera daukan laukizuzen itxurako partzela bat hesi batez inguratu nahi da.

Horrez gain, aldeetako bati paraleloa dan beste hesi baten bidez, partzela bi zati berdinetan zatitu nahi da.
Aurkitu zein izan beharko litzateke partzelaren neurriak erabili beharreko hesi-kantitatea minimoa izan
daiten.

EBAZPENA

1.- IRAKURRI problemaren enuntziatua behin eta berriro; ia buruz jakin arte. Horrez gain grafiko bat egin
eta ezezagunak identifikatu.

Luzera:y

2 - Identifikatu optimizatu behar dogun funtzioa (hesiaren luzera: f(x,y) =3y +2x)

3.- Problemaren datuak erabiliz, optimizatu beharreko funtzioa aldagai bakar baten menpe adierazi.
x etay aldagaien arteko lotura laukizuzenaren azalerak emoten duezku: 2400=x-y.

x aldagai aukeratuz, y askatu eta optimizatu behar dogun funtzioan ordezkatuko dopgu.

+2x

i 2400' beraz (=8 2400 e 7200
X X

4.- Aurreko puntuan lortutako funtzioa deribatu eta zerora berdinduz lortzen dogun ekuazioa ebatzi:

72?0+2=0 —7200+2x* =0 x? =@=3600 x = p60
Ry

flx)=-

Baina laukizuzenaren aldea ezin daiteke negatiboa izan beraz x edo zabalera 60 m-koa izango da eta luzera
y 2400 2400
% 60

= 40 m -koa izango da.

5.- Berretsi minimoa:

10 60 80

7200 o | eSS O++++++++++++++++

@)=

x2

—————— , Minimoa _—"

Beraz partzelaren neurriak zabalera 60 m eta luzera 40 m dira




ADIBIDEA 2:Kalkulatu A(4,3) puntutik pasatzen dan zuzenaren ekuazioa, jakinik zuzen horrek

erdi-ardatz positiboekaz osatzen dauan triangeluaren azalera minimoa dala.
EBAZPENA:

1.- Grafiko bat egin eta ezezagunak identifikatu.

ardatzaren arteko

- < Zuzenaren eta OY >
cebaketa puntua (0,n)

A= (3,4)

Zuzenaren ekuazioa

Zuzenaren eta OX
< ardatzaren arteko

ebaketa puntua (— n .0)
m

Azale

e mmmmmmmm -

axb
2.- Identifikatu optimizatu behar dogun funztioa: Triangeluaren azalera Azalera= T

3.- Problemaren datuak erabiliz, optimizatu beharreko funtzioa aldagai bakar baten menpe adierazi.

-n
e OXardatzagaz ebaketa puntua y=mx+n=0 — x askatu x=—=b
m

e OY ardatzagaz ebaketa puntua x=0 — y=m-0+n — vy askatu y=n=a
e y=pix+n zuzena A(3,4) puntutik pasatu > n=3—4m

)

Hiru ekuazioak kontuan hartuta, a eta b triangeluaren aldeak aldagai bakar baten menpe

adierazi daikeguz: —G-4m =
m

dogun funtzioa (Triangeluaren azalera) “m” aldagairen menpe adierazi.

@_7(374.”1)2 _—(3—4m)7'
T 2m Fm ==

Azalera=

b (3—4m) =a; eta ondoren optimizatu behar



4.- Aurreko puntuan lortutako funtzioa deribatu eta zerora berdinduz lortzen dogun ekuazioa ebatzi:

(0,3 —4m)

Zuzenaren ekuazioa

3—dm| '

] i

] i

i P

i za e:ra,_ ) (_3—4m,0)

! o : m

~(3-4m)
f(m) = —( )

2m
Fmy = 72(374m)v(4)-22m+2(374m)2 _ -3’ le
(2m) (2m)
' ) ) 3/4
fiim)=0 — -32m  +18=0 — Ebatzi m=
-3/4
5.- Berretsi minimoa:
-1 -3/4 0 3/4 1
, —32m’ +18 - - O ++++++++44+4+0- - - - - - -
fim)=——5—
(2m)

Beraz, m:f% eta n :3740(7%) =6 diranean, zuzenak eta erdi-ardatz positiboak osatzen

triangeluaren azalera minimoa izano da.

Orduan zuzenaren ekuazioa y = —%x+ 6 izango da



ADIBIDEA 3: Erradio 1 metroko esfera baten inskribatutako zilindro guztietatik, kalkulatu
bolumen maximoa daukana.

1.- Grafiko bat egin eta ezezagunak identifikatu.

Zilindroaren altuera: h

Zilindroaren erradioa : r

\  Esferaren erradioa : 1

2.- Identifikatu optimizatu behar dogun funztioa; zilindroaren bolumena: B(r,h) = r’h

3.- Problemaren datuak erabiliz, optimizatu beharreko funtzioa aldagai bakar baten menpe adierazi.
Horretarako aldagaien arteko erlazioa bilatu: Pitagorasen teorema erabiliz

12 = (12_1) +r2 o r’=1 _hT- Aldagaiaren (h) balio mugak 0 eta 2 izanik.

Ondoren optimizatu behar dogun funtzioa (Bolumena) “h” aldagairen menpe adierazi:
2 h? N
B(r,hy=nrh — B(h)y=n I_T h=rn 1—7

4.- Aurreko puntuan lortutako funtzioa deribatu eta zerora berdinduz lortzen dogun ekuazioa ebatzi:

3n° 30’ 2
BW=21-2 -0 > i . s 4-32=0 — h=qt-2. baina
4 4 3
h= —i balioa ez dago (0,2) tartean beraz ez dau balio.
NG}
. : g . 2 20
5.- Berretsi maximoa eta kasu horretan zilindroaren neurriak altuera h=£ m etar= 3 m izango

dira.

h=25

342 J R

/'Maximo\




GOGORATU PAUSUAK

. DATUAK APUNTATU /MARRAZKIA

. EZEZAGUNAK DEFINITU

. DATUAK ETA EZEZAGUNAK EKUAZIO MODUAN ADIERAZI.

. MAXIMIZATU / MINIMIZATU BEHAR DUGUN FUNTZIOA ADIERAZI

. EZEZAGUN BAT BAINO GEHIAGO EGOTEKOTAN DENA EZEZAGUN BATEN

MENPE ADIERAZI.

. FUNTZIOAREN MAXIMIZAZIO EDO MINIMIZAZIORAKO LEHEN DERIBATUA

EGIN. £(x)=0

. MAXIMOA EDO MINIMOA DEN KONBROBATU. (BIGARREN DERIBATU EDO
ALBOKO TARTEEN ZEINUA)

. BIGARREN ALDAGAIA EBATZI

. SOLUZIOA ARGI ADIERAZI
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