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f) Dado €50, existe >0 tal que,si 1 -3 <x<1+8, entonces | f(x) - 4| <&
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Para profundizar

53 Rastreador de problemas. [La resolucién del ejercicio planteado se puede aprovechar para
trabajar esta estrategia de pensamiento].

Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x — +co:

a)f(x)=x3—smx

b _ cosx
)g(x) a2+l

) hix) - —E”; ()

d) i(x) = 3x +senx
X

*Ent(x) es la funcién parte entera de x.

a) Como -1 < senx <1, entonces:

lim (x> —senx)= lim x*=+oo
X —>+4o0 X =3 400

b) Como -1 < cosx < 1, entonces:

wsx _ g £l _

X = +oo

X = +oa xl+1 x2+1

c) Como x—1 < Ent[x] <x,

x=1 <7Ent[x] <X 5 fm *=1 _1< im Eneld <
x

, B} Ent[x]
lim 11— lim ﬁ B
X x X X =) 4o x X =3 teo X = +oa x =

+eo x

d) Como —-1<senx<l,

x =) +oo x x =400 x = +o0

lim  xrsenx o, (3+%)= lim (3+%)=3+0=3
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54 Calcula, si es posible, el valor de % para que cada una de las siguientes funciones sea continua

en x=0:
l-cosx . senx . xsenx .
L—Cosx (SEHX 0 0
D f@=1(-1)? si x= D=1 si x= T si x#
k si x=0 k si x=0 k si x=0
a) f(0) =4
; ;. e 0)H 0) 1 cos x 1
lim f(x) = lim 1 605 X (0) 1 lim SENX = lim =
"—’Of 20 (2 _1)2 (0) 20 255 —1) (0) 20 25(F—1)+2:> 2

Si k= —;—, entonces la funcién es continua en x = 0.

b) g(0) - &
senx __y
-

lim
S s x=0"
lim g(x) = ltm( senx _
x>0 x=0 |xl lom SEnX _q
x—=0" —Xx

Por tanto, la funcién es discontinua en x =0 para cualquier valor de % ya que no existe el limite

en x=0.
o) h(0) =k
lim h(x) = lim x:enxzﬂl: g SERXFXCOSX fafzxz(ft’ﬂx+x£05x) .
x—0 x—0 %XZ 0) x>0 2x x—0 2x
cos® x*

. 2. 2(senx. cos N gLl
o (e 1)

Si k=1, entonces la funcién es continua en x = 0.

55 Hallael valor de 2 yde & para que la siguiente funcién sea continua en IR y pase por el punto
(1,-2):
ax®+b si |x|s2
f@=11
2

si |x]>2

La funcién es par, ya que estd definida mediante dos funciones pares en intervalos de definicion si-
métricos respecto del origen. Por tanto, la continuidad en x =2 garantiza la continuidad en x=-2.
Como pasa por el punto (1, -2), se cumple que f(1)=-2 — a+b=-2.

Comprobamos la continuidad en x = 2:

fQ2)=4a+b

lim (ax® +b)=4a + b
x=2"

xlé)nZ f (X) - 1

1
x—2' xZ 4
Para que sea continua en x =2, deben coincidir 44 + b= %
Resolvemos el sistema:

a+b=-2

1 11
4a+b=z

2D e dl
— 4-4,5 73
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En una circunferencia de radio 1, tomamos un dngulo AOP de x radianes. Observa que:
m =senx, TA =tgx y arco PA =x.

COII'ID m<a<ﬁ — seﬂx<x<tgx

A partir de esa desigualdad, prueba que fim %X -,
x—0 x
Tenemos que senx < x< g x. Dividiendo entre sen x, qucda: l<«—* < 1 — 1>%32X s x
Sen x (o5 x
Tomando limites cuando x — 0, queda: 1> /lim "% >1; esdecir: lim "% -1,
x—=0 X x—=0 X

Aplica el resultado anterior para calcular los siguientes limites sin utilizar la regla de L'Hopital:

tgx
a) lim SEn% b) lim X=senx o lim 2% d) lim 1=tosx
x—0 2x x—0 x x—=0 x x—0 x2
a) lim SERX _ oy L osenx 1o, senx 1 g1
x—=0 2x x—0 2 x 2 x50 x 2 2

b) lim X=INX _ (1_m) S 1— lim SX 1120
X

x—=0 X x—0 x=0 x
sen x
g x
c) lim R lim COSX. [ | ERX, 1 =1. lim 1 =1-1=1
x=0 x x—=0  x x—0 x €05 X x—=0 cos x
. — , 1—cos x) (1+ cos x , — cos®
dy lim L cgsx - Iim ( . ) ( ) _ im 2l cos” x
L x x=0 x7(1+ cos x) *20 2% (14 cos x)
2 2
=l —SX g (m) - lim o111
20 2 (1hepsx) *—0% X x=0 1+cos x 2 2

Supongamos que f es continua en [0, 1] y que 0 <f(x) <1 paratodo x de [0, 1]. Prueba que
existe un nimero ¢ de (0, 1) tal que f(c) = .

Haz una grifica para que el resultado sea evidente.

Consideramos la funcién g(x) = f(x) —x. Tenemos que:

* g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas en [0, 1].
* g(0) =f(0) > 0, pues f(x) >0 paratodo x de [0, 1].

*g(1)=f(1)-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe c€ (0, 1) tal que g(¢) = 0, esdecir, f(0)—c=0, o
bien f(c) =c.

o "
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AUTOEVALUACION

v
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1 Calcula los siguientes limites:

e’
Ih
o ¥ e log (x%+1)
.
b) x[l’l)”'l (%) 1-=

c) xﬁrym (2x+1—4x?+1)

4 3
d) lim xt—(1/3)x
x—=0 x—Igx
a) Ex _ (0) _

lim —&——=
e log (xz +1) (+o0)

b) I"i—>m1 (x) V=2 5 Como es del tipo (1)), podemos aplicar la regla:

p 1
lim (110 :efﬁ’.(("‘”' 1,,()28_1 1
x—=1 e

c) xﬁ’?m (2x+1—ydx? +1) = () — (o0)
Resolvemos la indeterminacion multiplicando y dividiendo por 2x+ 1+ ydx? +1:

(2x+1—v'4x2+1)(2x+1+q‘4x2+]) _ (2x+1)2—(4x2+1) 4y

2x+1+\/4x2+1 2x+1+\/'4x2+1 _2x+1+v{4x2+l
. 4x 2 4
lim = ===1
T 4 d 41 2444 4
N (L) A O S P P TSI L (U PR b Yl P S

m = -2
20 x—fgx 0 =01 (14 220 fx (O 520 2 (147 x)

. - (ORI 12¢ -1
= lim 63{7’(=(—= lim X =1
"_’O—tgx—rgsx 0) x-0 —(1+tg1x)—3xgzx(1+tg1x)

2
2 a) Estudia la continuidad de f(x) = 92_ ; y justifica qué tipo de discontinuidad tiene.
x%+3x

b) Halla sus limites cuando x — +° y cuando x — —eo.
¢) Representa la informacién obtenida en a) y en b).

a) La funcion es discontinua en los puntos en los que no estd definida. En este caso, en los puntos que
anulan su denominador.

x=0
Z43x=0
x“+ 3x < I
Estudiamos ¢l tipo de discontinuidad:

9_ 2 _@_+w<5i x—=07, fx) > -

0 423 (0) Si x 20" flx) = +eo
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o Gy 2= @ L Gx5B-9

=— m ——— lim 3-x
x—-3 x2+3x (0) x—=-3 XM

x—-3 X

En x =0, tiene una discontinuidad de salto infinito.

En x=-3, tiene una discontinuidad evitable.

2
b lim =X -
X = +00 X +3x

9-2 _
X = —oo x?. +3%
9] Y| \
=3 \*X
.................... <y
o

3 a) Estudia la continuidad de la siguiente funcién:

I
o s si x<0
e* si x20

b) Calcula xl_{rzlw f&y x!z)’rztw f&).

a) La funcién no estd definida en x = —2. El dominio de definicién es IR — {-2}.

Cuando x=-2 y x= 0 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
En x=-2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito porque:
, o g D
xli>”£2 f@= xli>”£2 x+2  (0)

im X
x—o-2" x+2

= 400

lim  —X_ =
x—>-2* Xx+2

—co

Veamos ahora qué ocurre cuando x = 0:

fO)=1
lim P 0
lim_f(x) = Lag 2l — No existe el limite.
#20 lim €* =
x—0"

Al ser los limites laterales distintos y finitos, en x = 0 tiene una discontinuidad inevitable de salto
finito.

b o Sl = fm, e e

. - , R o
x!l)rgwf(x)- xﬁnfw x+2 =1
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4 Determina a y b para que la siguiente funcién sea continuaen x=0:

e“—x—a
flx) = b sen x*
1

> si x=0

six=0

Por una parte, &= 0 para que la funcién esté bien definida.
, oy € —x—a
x"z—% fe= xL, o sen 2

Para que el limite pueda existir, el numerador debe tendera 0 cuando x — 0, ya que eso es lo que ocurre
con el denominador. Por tanto:

-0-a-0—>a=1

F-x-1 _ (ﬂlj

I = Iy a0
R X 0) H . X 1
-l =1 _OH £ =
520 2pv o x> (0 %20 2p(cos x* — 207 sen x) 26
-1
f0) = 5
Para que sea continua en x = 0, se debe cumplir que % = ﬁ — b=1.

Sia=1y b =1, la funcion es continua en x = 0.

5 Dada la funcién f(x) = f:_—xi +4, halla su dominio y obtén el valor que hay que asignar a f(x)
X+ X

en x =0 para que sea continua en ese punto.

La funcién estd definida para todo niimero real excepto los que anulan ¢l denominador, su dominio es
R - {0, -3}.

Estudiamos su discontinuidad en x = 0:

. b — x> _ b —x° _{Q) *
o, ( 3x+ x? +4) = Iy (3x+x2 +4)_ 0 40

Resolvemos la indeterminacion (%) aplicando Hépital:

dx—3x _4

¥20 3x4x2 x—=0 342 3

Volviendo a (*):

. 4y — 53 _4 4 16
xz,'gnn (—3x+2x +4)- 3 +4= 3

Asignando f(0) = % la funcién serd continua en x = 0.
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6 Dada la siguiente funcién:

- L

[ &) = sen (4 x)

demuestra que existe un c< (0, 4) tal que f(c) =f(c+1).

1 M — S€n Zi .

Demostrar que f(c+ 1) = f(c) paraalgin ce (0, 4), eslo mismo que demostrar que existe c€ (0, 4)
tal que ¢g(c) = 0.

Construimos la funcién g(x) = f(x+ 1) - f(x) = se

‘E>O

2(0) = Im%—fﬁn -0 :Jen%—fmﬂ:T
g(4) = :en%—smnzfg<0

La funcién g es continua en [0, 4] y signo de g(0) = signo de g(4).

Segtin el teorema de Bolzano, existiri un c€ (0, 4) tal que g(c) = 0; es decir, existeun ce (0, 4) tal

que fc+ 1) =f(0).

7 Considerando la funcién f(x) = x + ¢, demuestra que existe algiin nimero real ¢ tal que
c+e =4,

F(x) =x+¢™ es una funcién continua en |R. Calculamos algunos valores de f
FO)=0+e"=1 f(5)=5+¢7=5,007
Por el teorema de los valores intermedios, f(x) toma todos los valores del intervalo [1; 5,007].

Por tanto, existiri un 0 <e< 5 rtal que f(c) =4. Esdecir, c+e =4
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36 Estudia la continuidad de la funcién f(x) = 5 1| | y clasifica sus discontinuidades.
— ||

El dominio de definicién es IR — {2, 2}. La funcién es continua en él.

En x=-2:
I/
1 1 (1) x—>2" 2+x
lim ——=2C —
x=>22-]x] (0 lim 1 =40

x—2" 2+x

Presenta una discontinuidad invevitable de salto infinito.

En x=2:
lim —1 -ie
5 1 (1) x—>2 2—-x
lim ——=—=
x=>22—|x| (0) 7o (—

Tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.

NOTA: Podriamos haber usado la simetrfa de la funcién respecto del eje Y (es una funcién par) para
haber deducido el comportamiento en x =2 a partir del estudio en x =-2.

37 Halla el valor de ¢ para que la siguiente funcién sea continua en x = 2. Represéntala en el caso
t=2 ydiqué tipo de discontinuidad tiene:

|x=1|-2 si x<2

f(x)={x—5 si x>2

Estudiamos la continuidad en x = 2:
f@2)=1-¢

lim (x=1]-2)=1-¢
x=27
lim (x-5)=-3
x—>2*
Para que sea continuaen x =2 debeser 1 -¢r=-3 — r=4.

Supongamos ahora que #=2:

le—1|=8 % wed —(x=1)=-2 si x<1 -x—=1 si x<1
fx) = 5 six;2= x—-1-2  silsx<2=4x-3 silsxs<2
= x=5 six>2 x—=5 six>2

Tiene una discontinuidad de salto finito.
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38 Calcula el limite de las signientes funciones cuando x — += y cuando x — —co, definiéndolas
previamente por intervalos:

a)f(x): xlill b)g(x):‘x73|—|x| c)b(x):‘lx—l‘+x d) i(x) = xl;ll
_xl si x<0
A fW=1""
X six20
xé;?fmf(x) - x—t;?zfm xfl =1

L f@ = S =

+1
—x+3 si x<3 —-x si x<0
b) |x-3| = x-3 sixz3 |x|={x si x=0
—2x+3 si x<0
gx) =|x=-3|-|x|=13 si 0sx<3

2x-3 si x23
xé;rzzw g(x)=x£:;n+2w (2x=3) = +o0
xi{ry@ g(x):xé;rgm (=2x+3) = +o0
“2x+1 si x<

o) |2x—-1]|=
2x—1 si x2

b= b=

—x+1 i x<
h(x)=]2x—1|+x=

3x-1 si xz

1| b [—

LA

xi’,"lfm hix) = xé;rgm (—x+ 1) = 400

x+1 si x<0
, —x
)it =f =1 7
*1 six20
x
; _ x+1 _
A fO = =1
x+l _

Jm fG) = fm
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[La resolucién de esta actividad requiere que el alumnado trabaje la dimensién productiva

(innovacién)].

Estudia la continuidad en x =0 de esta funcién:

f()=2x+ M

x

:Qué tipo de discontinuidad tiene?

En x=0, lafuncién no estd definida, luego es discontinua. Como:

, entonces:

2x—-1 si x<0
y:

2x+1 si x>0

lim 2x-1)=-1; lim (x+1)=1
x—0" x—0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

Pagina 244

nx-1 si x>1

40 Se define la funcién f del modo siguiente: f(x) = {sz vax+bh si x<1

41

Encuentra los valores de 2 y b para que la funcién sea continua y su gréfica pase por el origen

de coordenadas.

* Para que la grifica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser f(0) = 0, es decir:
f0)=6=0.

Para que la funcién sea continua (para x = 1, es una funcién continua), tenemos que:

lim  f(x)= lim Qx*+ax)=2+a
x—=1" x—1"

lim f(x)= lim (lnx-1)=-1 Han de ser iguales, es decir: 2 +a=-1 — a=-3
x—>1° x—1*

f()=2+a

Por tanto, si @=-3 y b =0, lafuncién es continua; y su grafica pasa por el origen de coordenadas.

El precio de cada accién de una determinada empresa oscila entre 2 € y 8 €. La facturacién de
dicha empresa en bolsa depende del precio de la accién y viene dada por la funcién:

3+ Ax si 2<x<5
H)- {53+2x+Bx2 si 5<x<8
siendo F (x) la facturacién de la empresa en bolsa, en miles de euros, y x el precio por cada
accién, en €. Se sabe que para un precio de la accién de 2 €, la facturacién es de 7000 € y que
la funcién es continua. Determina las constantes A4 y B.
En primer lugar:
F2)=7->3+24=7>5A=2
Y como la funcién es continua:

3+54A=53+10+25B—-3+10=53+10+25B— B=-2
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42 El precio de compra de un producto varia segiin el niimero de unidades encargadas y esto queda
reflejado en la siguiente funcién:

Cla) = S5x si 0<x<10
*) = Jax? +500 si x>10

a) Halla 2 para que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades que se

compran.
b) ;A cudnto tiende el precio de una unidad cuando se compra un niimero muy grande de uni-
dades?
a) lm Cl) = lim (5x) =50
x =107 x =107
lim [ Ce) = lim | Vax® +500 = 1002 + 500
X = X =
C(10) =50

Pﬂl'il q'l._ll:‘ sea COI]ﬁI‘an, ha dE‘ ser:

Y1002 +500= 50 — 100z + 500 = 2500 — 100z =2000 — «=20

2 o2
b) lim @: lim Nax®+500 _ Iim M:@:4,47€
X =2 too X X = too X X —? too X
43 Considera la funcién f(x) = %

a) Estudia su continuidad.

b) Observa que f(-2) =-2/3, f(0) =4 y f(2) = -10. Razona si, a partir de esta informacién,
podemos deducir que el intervalo (-2, 0) contiene un cero de la funcién. ;Podemos deducirlo
para el intervalo (0, 2)?

¢) Encuentra un intervalo determinado por dos enteros consecutivos que contenga, como mini-
mo, un cero de esta funcién.

a) La funcién es continua en R — {1}, veamos qué tipo de discontinuidad tiene en este punto:

3
i fo0= im B i e

3_

lim flx)="lim 2°—5x+d im L= oo
x—1* x—=1* I-x x—=10"
Por tanto, tiene f una discontinuidad de salto infinito.

b) En los extremos del intervalo (-2, 0), la funcién alcanza valores de distinto signo, ademis es conti-
nua en el intervalo, por tanto, por el teorema de Bolzano, la funcién tiene al menos un cero.

En el intervalo (0, 2), a pesar de que la funcién alcanza valores de distinto signo en sus extremos,
la funcién no es continua, por tanto, no se puede asegurar la existencia de un cero (de hecho, no

lo tiene).
¢) Volvamos al intervalo (=2, 0), en ¢l que sabemos que la funcién tiene un cero:
__2 _7
fED--5 fEeN=5

Por tanto, en el intervalo (=2, 1), la funcién tiene al menos un cero.
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44 Dadas las funciones f(x) = D321 y g (x) = 6x, justifica que existe algin punto en el inter-
valo [1, 10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

Se trata de demostrar si en algiin x = ¢ del intervalo [0, 1] se cumple:
hle) = fc) —gle) =0

Veamos:

hix) = F(x) — g(x) = 7 + 327 — 6x = 1

Al ser polinémica es continua en todo R.

h(1)=-3<0

h(10)=1239>0

Por tanto, por el teorema de Bolzano, en el intervalo [1, 10] /4 tiene algin cero y, por tanto, las fun-
ciones fy g coinciden.

45 Demuestra que la siguiente funcién corta al eje X en algin punto (¢, 0), donde ¢ (-1, 1):

241 si x<0
f(x): {e‘ si x>0
f=1)==2<0
f(1)=e>0

Si demostriramos que la funcién es continua en el intervalo (-1, 1), por el teorema de Bolzano, habria-
mos demostrado la existencia de algiin punto (¢, 0) por el que la grifica de la funcién corta al eje X.

La tnica discontinuidad de la funcién puede darse en x = 0:
fim fl)=0+0+1=1
x—=1"
. - 0:1
x[iini’ f(x) ¢

Por tanto, la funcién es continua en (-1, 1) y existe algiin punto como el que buscamos.

Cuestiones teoricas

46 Dada la siguiente funcién:

x;“ si 0sws)
fo=y ",
e sni<xsl

observamos que f estd definida en [0, 1] y que verifica f(0) =-1<0 y f(1) = el>0, pero

no existe ningin ¢ € (0, 1) tal que f(c) = 0. ;Contradice el teorema de Bolzano? Razona la
l‘espuesta.

Segiin el teorema de Bolzano, si f es una funcién continua en el intervalo [a, &) ¥ ademds, signo de

(@) = signo de f(b), entonces existe un ¢ € (a, &) tal que f(c) = 0.
Veamos si se cumplen las hipétesis. Estudiamos la continuidad en x = % :
x—4 _—7

lim (x)=  Ilim =—"| Como lim &)= lim (x), no existe
xa(uz)-f x> (/2 4 8 x—»wz)f x—»(lfzp*f

lim )'f(x)= lim E*xz V4 lim  F).

x = (1/2) x = (1/2)* x = (1/2)

f(x) no es continuaen x= 1

2

Por tanto, f no es continua en el intervalo [0, 1]; lucgo no cumplc las hipércsis del teorema de
Bolzano en dicho intervalo.

51



47

48

49

ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

Da una interpretacién geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para demostrar que las

grificas de f(x) = ixly g(x) =3 + cos x se cortan en algiin punto.
Interpretacién geométrica:

Si una funcién continua toma valores con distinto signo en los extremos del intervalo [, £], su gri-
fica «atravesard» el eje X cortindolo por lo menos en un punto.

Consideramos la funcién 4 (x) = f(x) — g(x) = e xt—3-cosx
/A (x) es una funcién continua en todo IR y lo serd en particular en cualquier intervalo real.
En el intervalo [1, 2] se cumple:
h(1)==1=-cos1<0
h(2)=9—cos2>0
Por el teorema de Bolzano existe al menos un punto c€ (1, 2) tal que:

h(@)=0 = f0)—gle) =0 =f() = g(o)

Es decir, existe al menos un punto c€ (1,2) en el que las grificas de f(x) y g(x) se cortan (ya que
las dos funciones toman el mismo valor).

Sea la funcién f(x) = x% + 1. ;Podemos asegurar que dicha funcién toma todos los valores del
intervalo [1, 5]? En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

Consideremos la funcién f(x) definida en el intervalo [0, 2]. La funcién es continua en todo R, (y,
en particular, en el intervalo estudiado).

fo)=1
f@)=5

Por el teorema de los valores intermedios o teorema de Darboux, la funcién toma todos los valores
comprcndidos entre 1 y 5, es decir, toma todos los valores del intervalo [1, 5].

Si f(x) es continua en [1,9], f(1) =-5 y f(9) > 0, ;podemos asegurar que la funcién
£g(®) = f(x) +3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]2

* Si f(x) es continuaen [1, 9], entonces z(x) = f(x) + 3 también serd continua en [1, 9] (pues es
suma de dos funciones continuas).

* Si f(1) =-5, entonces g(1)=f(1)+3=-5+3=-2<0.
* Si £(9) >0, entonces g(9) = f(9) + 3> 0.
Es decir, signo de g(1) = signo de g(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe c€ (1, 9) tal que g(c) = 05 es decir, la fun-
cion g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].

50 De una funcién g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que para 0 <x< 1 es:

x1+x

glx) =
:Cudnto vale g(0)?

Como la funcién es continua en x =0 se cumple que g(0) = .','imﬂ g(x).
x>

ax g XD

lim g(x) = lim = lim (x+1)=1
x—0*

x—=0 x—0* EY x—0* X

Luego ¢(0) = 1.
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[La justificacién de si las afirmaciones son ciertas o no, permite trabajar la destreza expre-
si6n oral de esta clave].

:Verdadero o falso? Justifica la respuesta.

a) Si una funcién no estd definida en x =3, puede ocurrir que ,h;',”3 f)=5.

b) Si f(x) es una funcién continua tal que f(x) <0 si x<3 y f(x) >0 si x> 3, no es posible
que J‘lzlna’ f&)=5.

¢) La ecuacién x> +x+1 =0 no tiene ninguna raiz real.

d) Si sabemos que f(x) es continuaen [a, b] y que f(a) =3 y f(b) =5, podemos asegurar que
paraalgin ¢ del intervalo [a, b] se cumple que f(c) =7.
e) sen x + 2x—1 = 0 tiene, al menos, una raiz real.

f) La funcién y = tg x no cumple las hipétesis del teorema de Bolzano en el intervalo [£ 3n

4 4
a) Verdadero. La funcién puede tener en x = 3 una discontinuidad evitable y comportarse de esa
forma.

b) Verdadero.
x<3, fx) <0 —> xlng_f(x) <0
x>3, fx)>0 = lim f(x)=20
x—>3*
Como la funcién es continua, el limite cuando x — 3 existe y, por tanto, los limites laterales deben

ser iguales. En consecuencia, lz’m3 fx)=0.
X2

¢) Falso. En los extremos del intervalo [-1, 0] la funcién f(x) = x° +x+ 1 toma valores con dis-
tinto signo. Al ser continua podemos aplicar el teorema de Bolzano y existe al menos un punto
ce (=1,0) tal que f(c)=0.

El valor ¢ es una raiz real de la ecuacién dada.
d) Falso. No podemos asegurarlo porque 7 ¢ (3, 5].
¢) Verdadero. Consideremos la funcién f(x) = sen x + 2x—1 en el intervalo [0, 1].
La funcién es continua. Ademas:
£0)=-1<0
f(Q)=sen1+1>0

Como toma valores con distinto signo, podemos aplicar el teorema de Bolzano y existe al menos
un valor ce (0, 1) tal que f(c) =0.

El valor ¢ es una raiz real de la ecuacién dada.

f) Verdadero. La funcién y = zgx no es continuaen x = % € %, 377‘]

Escribe una definicién para cada una de estas expresiones y haz una representacién de f:

a) lim_ f(9=3 b) lim_ f(x)=-co o] xlin;_f(x)=+°°
D iy 119 <= 0 i 19+ 0 i 1194

a) Dado &> 0, existe h tal que, si x<-h, entonces | f(x) - 3| <e.

b) Dado 4, podemos encontrar h tal que, si x> h, entonces f(x) < —k.

¢) Dado 4, podemos encontrar § tal que, si 2 -8 <x <2, entonces f(x) > 4.
d) Dado 4, podemos encontrar & tal que,si 2 <x <2+ 9, entonces f(x) <—+.

¢) Dado 4, podemos encontrar & tal que,si 3-8 <x<3 +8, entonces f(x) > k.
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b)x—x-—6=0 = x=-2, x=3 — El dominio de definicién es IR —{-2, 3}.
La funcién es continua cuando x=-2 y x= 3.

En x=-2 y x=3 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor.

En x=-2
3 2
i X =20 =3x _(£10)
B R SRy (0)
lim € —2x* 3 __

x5 o x—6
3 2
lim X —2x"—3x _ oo
x=-2 w6
Se trata de una discontinuidad inevitable de salto infinito.
En x=3:

: x3—2x2—3x_(0) _ s (x—3)(x2+x) _ x2+x_ 12
x[zﬂﬁ Pex—6 _W_x—[ﬁ% (x =3)(x+2) _xlz)n.’: x+2 5

En esta ocasion se trata de una discontinuidad evitable.

Pagina 243

Para resolver

24 Calcula los siguientes limites:
(.3 1-x x+l
a) lim {M) b) lim (Z.r -5 ) 2

x—+oo 51‘3—2.%'2 x—=+0\2x 4 3
N3_x2_
O lim Xsenx d) lim V13-x -3
*—0 1—cosx x—2 x-2
) lim In x f) lim x%e™
*=1 (x-1)2 x——o
g) lim (l_ 1 ) h) lim e*—xcosx—1
x=0 \x senx x—0 senx—x+1—cosx

1-x (o)
, 23 +xt-3 2
)t () (3T
. x+1

by lim ( 2x-5 )T ()

x—=tee \ 24 3

Aplicamos la regla:

. 2x-5 )‘x+l _ s  _8 ‘x+1)_7
xg@w(2x+3 ! 2 7x£>??m(2x+3 2 --2
x+1
2x—5) 2 — o2
2x+3

Por tanto, _lim (
X =) +oo

; 0)H 0)H , _
o lim Xsemx O H o senxixeosx OB, cosxvcosx—xsnx

x=0 l—cosx  (0) x—0 sen x 0) =x—0 cos x
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o W13-%*-3 (0 _ 13-x*-9 . 4
d) lim V2T T2 =/ =
xiﬂ?_ x—2 (O) xinl (xiz)(f137x2+3) xiﬂ?_ (xiz)( 137x2+3)
ki 2+x)(2-x) iy -Q2+x) 2

= fim =
22 (o ) (W13-x24+3) 72 f13_x2.3 3

m — =
P Ihx _ (O H x  _ 1 _ ¥ 17 2x(x = 1)
R T 1 Ml Yy g L Y e o Rl ) PR B
x—>l‘2x(x—1)

£) ftm x2e™ = lim (x?e¥) = 400
x—d=—eco X = te

. . - 0)H . -1 (0)
p (L_ 1 ):W_w:; senx—x_(OH .~ cxe-1 _(0)H
g)xgno X senx (o0 = (e) xgnu xsenx  (0) Xgnﬂ senx+xcosx  (0)
= lim ——— =X _____q
x>0 €05 X + €05 X — X Sen X
h) lim e —xcosx—1 :@l;l lim ("—rasx+x:enx:@|;l - ex+25mx+xc05x:1
x=0 senx—x+l—cosx  (0) x50 cosx+senx—1 0y x>0 —5en X + cos X

25 Calcula estos limites:

g x
, , l ’ 1/x
a) x_{z(ﬁz)_ cos x In (1g (x)) b) x[x_!;no (x) <) x[zno (cos x + sen x)
1
d) lim ( 1 )"r e) lim xIn (h—x) £) lim (1 — sen 2x)c°%83x
x—0 \sen x ® oo x x—0

a)  lim_ cosxIn(ig(x) = (0) - (+o0) = [im In(1g 9 = (+eo) "

x = (x/2) x=@2)- 1 (+00)
cos x
1
cos” x g x
= lim — 2" = [lim D lim %X _
x—=@l2)- senx ¥ (/2" senxtgx  x—>®2)" e x
cos” x

b) Al no estar definida la funcién a la izquierda de 0, calculamos el limite por la derecha.

lgx
lim (L) =1= (+m>)(m
x—=0 \ x

Tomamos logaritmos:

In lim (l)‘g: lim tgxln(l) = lim (—igxInx) = lim =hx ) H
x—=0t | x x50 X x 0% =0t 1 (+00)
tg x
_1
- lim X lim smzx=@§ lim 2senxcosx _q
xo0t ] x>0t X 0 x—=0* 1
sen” x

1\"
Luego lim (—) =e¥=1
x=0"\x
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o) lim (cos x + sen )% = (1))
x=0

Aplicamos la regla:

lim (cosx + senx—1) - 1 _ lim cosx+senx—1 _ (0) H lim —SEmXtCosx _y
¥ =30 X  x—0 x 0) x>0 1

x _

Por tanto  lim (cos x + sen x) e
x—0

d) Al no estar definida la funcién a la izquierda de 0, calculamos el limite por la derecha.
1

lim ( 1 )X = (+00) %) = 4o
x—=0 \ senx

e) lim xl'n(]+x)= lim fn(1+x)=£'n lim (1+x)=l'n lim (1+1) =lne=1
X 4oo x x =3 +eo x x =3 +oo x x> +eo x

£) lim (1 sen 20783 = (1))
Aplicamos la regla:

lim (1=sen2x—1)cot3x=lim (—sen2xcot3x)= lim =X =ﬂ§ fom —2eos2x 2
x—=0 x—0

x>0 fg3x  (0) x—0 3 3
cos” 3x
Luego fim (1 —sen 2x)°08 3% = p=203
x=0
26 a)Sif(x) = Dralrkis3 shay algin valor de % para el cual lim f(x) existe? En caso afir-
Pox?ox+l’t Yy agt P x—1 )

mativo, hillalo.

b) Para k=0, halla xliﬂf’f(x) y xﬁﬂ{}f(x).

Q) lim et kx+3 - lim Oaxtikx+3 __ k45 _k+5
xolyd o xoxrl ol (e=1)2(x+1) (1-1D22  0*
Por tanto:

Sik<—5k+5<0 — ’!‘anf(x)=_°°

Sik>-5:k+5>0 — lﬁﬂlf(x)=+m
Si k = -5, el limite se calcula aplicando la regla de 'Hopital:

x3+x2—5x+3:(0): lim 3x+2x—5 :(0)7 m 0x+2 8 o

lzm 5 X_>]5x2_2x_l lzm Z

x=1 xa—x

0

0

T 516x—2

—x+1

b) Como 0 > -5, hemos visto en el apartado a) que lz'ml [ (x) = +oo, por tanto, los limites laterales
x—=
son +oo,
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27 El rendimiento fisico de un deportista, durante 60 minutos, varia con el tiempo segtin esta fun-
ci6n:
—t(t—a) si 0<t<15
f(O=13,52+5 sil5=£<30
100 - bt si 30<2<60
Calcula a y & para que la funcion rendimiento sea continua.
La funcién es continua cuando x = 15 y x# 30 yaqueestd definida mediante funciones continuas.

Comprobamos la continuidad en x = 15:

f(15)=3,5a+5

i [ - @)= 2254152 555, 15,.3 5445 - 4220

lim (3,52 +5)=3,5a+5
r—15°

Cuando a =20, la funcién es continuaen x =15, yaque f(15) = [i)”fg f).

Comprobamos la continuidad en x = 30:

f(30)=100 - 304

tfr;z“jSJS — 75=100-306 = b=

lim (100 = &¢) =100 — 306
— 30

3
6

t

5 iy . ~ L
Cuando &= 6 la funcién es continua en x = 30, ya que f(30) = xli»"%u fx).

3x—4
b+ 8x-4
el comportamiento de la funcién en las proximidades de los puntos de discontinuidad.

28 Sabemos que la funcién f(x) =

es discontinua en x = 2. Calcula & y estudia

Para que la funcién sea discontinua en x =2, este valor debe ser una raiz del denominador. Por tanto,
254 5.2248.2-4=0 = b=-5
3x—4
De donde f(x) = m
Hallamos todas las raices del denominador:
x? = 5x2 4 8x—4 = (x— 1)(x—2)
El dominio de definicion es R — {1, 2}.

La funcién no es continua en x=1 yen x=2. Veamos ahora el comportamiento de la funcién en
las proximidades de estos puntos:

En x=1:
2 3x—4 :ﬂ
= _D-22 (0
lim _ x-4 5 =+
=217 (v =1)(x=2)
3x -4

lim = —oo
¥l (x 1) (v —2)°

La discontinuidad es inevitable de salto infinito.
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En x=2:

1i L -9 = +o0 ya que la fraccién es un cociente de niimeros positivos
=2 (k- (x-2)" O
x=1)(x - en las proximidades de x = 2.

29 Dada la funcién f(x) = @ con a =0, calculalos valores de 2 y & para que la funcién
a—x
pase por el punto (2, 3) y el é:m @ =—4,
X + 00 X

fpasapor(2,3) = f(2)=3 — % =3

Por otro lado,

() ax’
X) _
lim f = lim —4=X _
x—rreo  x X =3 +oo x xSk L

NN %’ff’ -3 = b=--10

30 Calcula el valor de % para que cada una de las siguientes funciones sea continua. ;Alguna es
continua en todo R?:

o1 . V[;—l :
A f@=1,_q six*l b gle) = { w1 S **1
Ink six=1 2k si x=1

a) Estudiamos la continuidad en x = 1:

, x3—17(0) o (x—l)(x+x2+1) o 2 B
i 2 By GV et
f)=ink

Para que sea continua k=3 — k=¢’.
Ademds, es continua en todo IR ya que ¢l cociente de polinomios solo se anula cuando x = 1.
b) Estudiamos la continuidad en x = 1:

x-1_(0) _ . x -1 _ _1
ke Ravny _(_(})_xfl -Dx+1) _xlzi)nl el 2

z(1)=2*

1

Para que sea continua 2k = 3 — k=-1.

Esta funcién también es continua en todo R porque el cociente solo se anula cuando x = 1.
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31 Hallael valor de & para que la funcién f(x) sea continua en R.

x*+2x+b si x<0
f&) =11+

i 0
I siox>

La funcién es continua cuando x = 0 porque estd definida por intervalos mediante funciones conti-
nuas ¢n 105 ﬂliSﬂlOS.

Comprobamos la continuidad en x = 0:
o) =4
lim (x2+2x+b)=0b
x—=0"

B t'?r(]+x)7(0)l71 ,
x!i)”é' 2 (0) xli)n%* l+x 2

2

1

Cuando &= % la funcién es continua en R.

32 Calcula el valor de & para que la siguiente funcién sea continua en x = 0:

2 ko
fx) = ‘—e"—l s si x20

-1 si x=0

Supongamos que k= 0 ya que, en otro caso, el problema no tendria sentido.

F0) =1
7 2R\ L eo) - (ee) = yZ Zx—kex+k:@];{ I 2 —ke*
xl—?;ﬂo(g_l x) (o) = (e0) 50 (e*=x O 50 efxre =1

Como el denominador tiende a 0, para poder seguir calculando el limite, el numerador también debe
tendera 0, luego 2-k=0 — k=2

fm —2=28 O H 2

el = ffm ——=€
#90 a g1 (0) w90 Xy 2N

Por tanto, para k=2 la funcién es continua en x=0 ya que f(0) = !i;:;lﬂf(x).
x

33 ;Existe algiin valor de % para el que la funcién f(x) sea continua en x =0}

1-cosx

si x<0
sen x
fla) =1k si x=0
“’z; X sixs0
Estudiamos la continuidad en x = 0:
f(0)=F
i L=cos x :@1: lim Senx _g

x>0 senx 0) x>0 cosx

2 2
l’!’m sen X _ [1’?11 ( sen x ) =1
x=0" x=0" X

No puede existir ningtin valor ya que el limite no existe porque los limites laterales son distintos.
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34 Determina dénde son continuas las funciones siguientes:

35

X =1
A T T o
) hix) = ,ﬂi—:; d) i) = Tf”zx

a) El dominio de definicién es (2, 3) U (3, +<0) y en ¢l la funcién es continua.

Para x =3 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito, ya que f(3) = % = %
7

b) Calculamos el dominio de definicién:

P ox—6>0 = (x=2(x2+2x+3)>0 = x>2 ya que el factor cuadritico es siempre positivo.

La funcién es continua en el intervalo (2, +eo).
¢) Calculamos el dominio de definicion:

M>
x+2 =0

-2 1

+ | Noexiste | — 0 +

La funcién es continua en su dominio, (—eo, —2) U [1, + o).
d) Calculamos el dominio de definicién:
cosx=1 — x=0+2kn
1—cos’x=0 — con ke Z
cosx=—1 = x=n+2kn

La funcién es continua en su dominio, R — {kr} con ke Z.

a) Calcula el valor de a para que lz’;ﬂo H% sea finito.
b) Halla el limite para ese valor de a. ¥

 x—asenx _ O H . 1_gcosx
2 Xb—% e O P

Para poder continuar el limite, el numerador debe tender a 0 porque el denominador tiende a 0.

l-a=0 — a=1

o l—cosx _(0)H . senx _
b i e T 0
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Q  lim 3x%+5x+2 - @_ lim (x+1)(3x +2) = lim x+1 __ 1

255 T 0x2_4 0 53 Bx2)Bx-2) x5z 3x-2 12

. 2 - . 5)(x-2) . x+5 (7)
4/ x“+3x-10 :Q: )/ (x+ = oy X2 _ M/
)Xﬂ‘nz P-x?-8x+12  (0) s (x-2) (2 +x—6) s Fex-6 (O

lim —X¥S

=2 v 6

. x+5
x!i?;_‘ 2 e
X +x—-0

13 Calcula y representa los resultados obtenidos.

a) lim
xo1

2 1 ]
(x-1)2 =x(x-1)

3 4
b) -‘flgnz [12—5x+6 N x—Z]

, 2 1 . x+1
a) lim | —— - ———— | = im —EF -4
x—=1 (x—])2 x(xfl)] x—=1 X(X—l)z

Yiglfi
1
121
1
10 :
1
841
1
1
63 1
1
4t |
1
241
1

| X

108 6 4 -2 1274 6 8 10
-2 :
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= lim

—4x+15 _(7)
#2242 _see (0)

RN

=10

14 Calcula y estudia los limites laterales cuando sea necesario.

i (5572

1-B-00+3-x _

x—=>2

. 1-y3-x
a) lim (?)

1-4y3-—x

a) lim = lim

-8 -6 -4 -2
=2

S N S S ‘P T S S S A S s s e |

x—2 x—2 x—»2 (x

1-3+x

=2)(1+4y3-x)

< lim 1-(3-x%) -
*22 (x=2)(1+3-x)

<) Iim
x—=0

.y .y x—2 .y 1 _
S (1B 2 -+ Bon) o2 1+ Box

. Yx+9-3 o (x+9-3)({x+9+3)
b) x!’—'flo 2 C x"i"o 2 -
X x“(Yx+9+3)

X

= lim
x—0

= lim
x=0 x2(4x+9+3)

Hallamos los limites laterales:

1 -1
x(x+9+3) (0

lim x+9-9 _
=0 ([ 4 9+3)
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m-m]
3x

. 1 ek 1 _
R N T I Y re D

O lim |¢I+x—\/]—x - lim WI+x=yl=2)({1+x+yl-x) - im (T+x)—(1-2%) _
x—=0 3x x¥=0 3x(l+x+y1=x) * 20 (T4 x+41-x)

l+x-1+x

2 1

= [l =
50 B (fTrx + {1 )

34
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15 Calcula.
1 i
,zci,tl,)" ; (Z&z—il,)’_ 2
2) xlﬁno ( 2x+1 b) xh—’>”2 7-x

A,
a) Sea /= lim (x2+1 )x

x>0\ 2x+1

2
Como lim X *1 _1 y lim 1 _ yoo, se tratade un limite del tipo (1)),
x>0 2x +1 x—0 x

Aplicando la férmula:

lim X&-2) lom X=2
o530 x(2x+1) = gm0 2+l _ p1/2

2 2 3
/:'m(“‘*‘l —])-l lim X =2x 1
[=e*20\2x+1 X = x>0 2x+1 x

o 2x2 —x—1 |*~2
b) Sea /= x/z)nz (7—)

, sz—x—l _ 7 1 S s . (+o0)
Como x/z_r)nz S =1y x/t_r)nz S5 T teos setan de un limite del tipo (1)"**.

Aplicando la férmula:

lim (2xz—x—l ‘1). 1 lim 2x*-8 1 lim 2(x +2)(x—2) lim 2x+4
22 7-x x-2 =e"_»z 7-x x-=2 =e“_)2 (7-x(x-2) =px227-x =€8/5

16 Halla el valor de los limites que se piden, siendo:

e* si x<0
f@)=]1-x? si 0<x<2
3 six>2
D lm &) ) lmfe O lim £
d) lim f () ©) lim f(x) £) lim f(x)
a) 0% b) 1 c) -3
d) lim - . S m —3_ -3 _ie Por tanto, el limite no existe.
x=3"x=3 (0°) x=3*x=3 (0%
e)3 f)0*

17 Aplica la regla de L'Hépital para calcular los siguientes limites:

) Um 21 b) lim In(e*+ %) o) lim —Senx_
xo-1 x2_3x_4 x>0 x x—0 1-cosx
d) lim &= S U, GBX=X f) lim €=€""
x—0 x x>0 x-—senx x>0 l1-cosx
In (cos 3x) In(1+x) .. 1-cos?(2%)
0= b o, = - R
N 7o (x—senx . l—cosx . gx-8
) xh—?‘o ( X sen x ) k) xh—?'o e*—1 D xﬁrglz sec x +10
; Bl _ g 3% 3 _ 3
P ¥ Y

L (e X g (B 2
b) lim ) g a3
x—0 X x—0 €x+x3
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Q) lim _SEME _ pp, €05x
x=0 l—cosx x—0 senx

Hallamos los limites laterales:

lim o5 X = —o0; lim o5 X _

x—=0" sen x x—=0" sen x e
X X
d) lim @t =b* lim & lna—b mb:[ﬂd—[ﬂb:l‘ni
x—=0 x x—0 1 b
1 —2x 6’ -2
g X — 2 212 23
e) lim arcggx —x lim 1+x - lim (1+x%) - lim (1+x) -2
x=0 x—senx x=0 l—cosx x=0  senx x=0 o5 x
f) lim e lim & =" s x = lim = o x v € senx -0
¥=0 l—cosx x—=0 sen x x—=0 cos x
—3sen 3x ( gl )
. n(cos3x) . cos3x 4. —tg3x . 9(l+g"3x) 9
g xlﬂ)nﬂ . - x[ﬂnu 2% xki?o 2 x[ﬂ”u 2 )
L 4
h) lim In(1+x) = lm 12X _ 49x =
x—0 W x—=0 3 x—=0 3(11—_}()
44x
—_ 2 -
0 w18 Q) _ oy 2005 Q¥)senQ)-2 o dsendx | g sendx _ g 4 cosdx _ 4
x—=0 3x? x—0 6x x>0 6x x—=0 3x x—=0 3 3
J) lim (x—:enx): .!'l‘m l—mxx - lz'm Sen x -
x=0\ xsenx x=0 senx +xcosx  x—=0 005 X+ 005 X — X Sen X

k) lim l—cosx _ jp, senx _g

x=0 1 x=0 X
1
D lm EEE g etx g 1
x—=nf2 secx+10  x—onl2 senx x—n/2 sen x
cos® x

Continuidad

18 Estudia la continuidad de cada una de estas funciones. En los puntos en los que sean discon-
tinuas, di cudl es el limite por la derecha y por la izquierda e indica el tipo de discontinuidad.

I) La funcién es discontinuaen x=-2 y x=0.
En x = 2 tiene una discontinuidad de salto infinito: el limite por la izquierda es
—oo mientras que el limite por la derecha es +eo.

En x = 0 tiene una discontinuidad evitable aunque en este punto no estd definida, los limites
laterales coinciden, siendo 1.

1) La funcién es discontinua en x = 1. En este punto tiene una discontinuidad de salto finito. La
funcién vale 3 mientras que el limite por la izquierda vale 2 y el limite por la derecha vale 0.
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19 Estudia la continuidad de las siguientes funciones y dibuja su grifica:

e*  si x<l 1/x  si x<1

a)f(x)={lnx si x21 b)g(x)={2x—l si x21
a) La funcién es continua cuando x = 1 ya que estd formada por funciones continuas.

Veamos la continuidad en x = 1:

lim e¥=3 Y

1 — Noexiste /lim f(x)

lim Inx=0 x> : 2

x=1* / X
-6 |4 =2 2.4 6

Como los limites laterales existen y son distintos, en x =1
presenta una discontinuidad inevitable de salto finito.

:E)

b) Cuando x=0 y x= 1 escontinua porque las funciones que la forman lo son. La funcién es dis-
continua en x =0 y presenta en este valor una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = 1:

f()=1
P s
xli)rrlz_;—l — Existe x/z_;_'l)z] f).

ltm (2x-1)=1
x=1*

En x=1 escontinuayaque f(1)= lx’_r)nl f().
X

20 Calcula el valor de % para que las siguientes funciones sean continuas en todo su dominio. Re-
preséntalas para el valor de % obtenido:

x2+bkx  six<3 kx* -3 six<2
2 fl) = {ln(x—l) si x23 b) gls) = {e"'l‘4 six>2

a) La funcién es continua cuando x = 3 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 3:

4
f3)=0
(2 _
I W= 043k o 5uaka0 5. ka-d SEE. .
lim In(x-2)=0 =~ L
x— 3"
Cuando 4 =-3 la funcién también es continua en x = 3. T
b) La funcién es continua cuando x = 2 ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 2:
f(2)=4k-3 #
lim (kx* - 3)=4k -3 -
i A i) > 4k-3=1 > k=1
2 —4 - 2 4
lim & ~%=1
x—2"
Cuando 4=1 lafuncién también es continua en x = 2. T
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21 Calculael valorde a y & para que f(x) sea continua en todo su dominio.

x*-1 si x<0
flx)=qax+b si 0sx<1
2 si lsx

La funcién es continua cuando x= 0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

fO)=6

lim (x> —1)=—1
x =0

lim (ax+b)=b
x—=0"

— b=-1

Veamos la continuidad en x = 1:

f)=2
im (ax-1)=a-1
P

lim 2=2

=1

= a-1=2 - a=3

Cuando @=2 y b=-1 lafuncién es continua en todo su dominio.

22 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

e* si x<0 x4 2x si x<0
a) flx) = 3x2+1 si 0<x<l b) g(x) = ysen x si O<x<m

delnx si x=1 (x-m)2+1 sim<x

P | % sixz-2
Qblx)=y-1 d)ilx) =%~

x si x>-1 % six=—2

a) La funcién es continua cuando x =0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 0:
flo)=1
lim ¢* =1 , .
30" — z'z_)mof(x)zlzf(()) — Es continua en x = 0.
X

lim (3x* +1)=1
x—=0"

Veamos la continuidad en x = 1:

S()=4
. 2 B
xl;nar(ﬁx +1)=4 — l’in1 flx)=4=f(1) = Escontinuaen x=1.

lim (d+lnx)=4
x—=1*

b) La funcién es continua cuando x = 0 y x = ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 0:

g(0)=0

L2 _
,_,li,mn—(x +2x)=0 — z'z'_r)no g(x)=0=g(0) — Escontinuaen x=0.
X

lim sen x =0
x—=0"
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Veamos la continuidad en x = n:

glm)=1

lim sen x =0 Los limites laterales existen y son distintos.
x = -

lim [(x—m)7 +1]=1
X—=n

El limite existe y presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = n.

¢) El dominio de definicién es IR — {0} ya que no estd definida cuando x = 0.
Cuando x=0 y x=-1 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
En x=0 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —1:

h(=1)=1
S E
xﬁn_zre -1 - J,'!'m] h(x)=1=h(-1) — Escontinuaen x=-1.
x ==
im ~L -1
x=-1" X

d) El dominio de definicién es IR - {2} ya que no estd definida cuando x =2.
Cuando x#-2 y x# 2 lafuncién es continua porque la funcién que interviene lo es.
En x=2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = -2:

_ 1
f(—z)—f4
x+2 _(0) x+2 . 1 1

T S (1) N P oy oo S P S
Como existe el limite pero no coincide con el valor de la funcién, tiene una discontinuidad evitable
en x=-2.
23 Clasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:

a) f(x) = BO-2tix-2 b) g(x) = “'3;2*'27—3"

2?-x-2 x—x-6
a)x?—x-2=0 — x=-1, x=2 — El dominio de definicién es R — {-1, 2}.
La funcién es continua cuando x= -1 y x= 2.

En x=-1 y x=2 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad

en cada valor:

En x=-1:
lim ¥ —2t+x-2 _(-6)
e I (0)
lim 1‘73—2’37”5-2=_m
x— -1 Xox-2

3 2

lim % — 2x +x—2:+m

¥t P oxo2

En este caso es inevitable de salto infinito.

En x=2:
g E=2ex=2 O o =2+ 2415
¥ oy (0)  x=2 (x=2)(x+1) x>2 x+1 3

En esta ocasidn se trata de una discontinuidad evitable.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

v
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Calculo de limites
1 Observando la grifica de f(x), di el valor de los siguientes limites:
v .

)

a) xLi@m flx b) lz'mé_ flx c) §m4' [
O bm f& O km f&) O b
g xli";_ S h) ,,li,"; [ i) lm_ flx)
a) +oo b) 4 c) 1

d) No existe e)3 o

g) +00 h)7 i) 3+

2 Halla los siguientes limites:

4 2
a) lim (?xa+2x2—l) b) lim %
X —r+00 X =t X+
4
o lim -1 d) fim X -3x+2
X — 400 5+x2 X — 400 x6+1
3[ 2 4if 3
o dm E1 b tim J"_T‘}x
+oo +3 0 x+3x
)t (e2e1) sy, Fe iy oo

4 2 4
b) _lim o e L VR lim (~2x%) =2 (+o0) =~
X +oo X X +o0

X =) +o0 5+x2 T xS teo el

d x gnfm

3
E) ’fé}n*zw 2 3 :xg,?w X :xé»??m E (+oq)
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3 Calcula estos limites:

2

a) lim (e*—x3) b) lim l"(";i'*l)

c) xl—'ﬁ’?w -"%7*1 d) xé;’?oo Wxt+x—yx+7)
2

a) xé;ﬂfw (e¥—x3) =400 b) xé;mm M:O

X
2
o im **L._o lim (P x—x+7) =

e

4 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +co:

2 f) = 5"272;); b) gl = "gﬂ

A hx)= ?/;Lf‘ cl),(x)_T

€)= J‘% nmp%

(=273 h) m (x) = xﬂfs_s%
S-deal g, S@-2xel S

a, =
)x_“m (2x-1)? SR P I I

b) lim x+lagx: im ( +])—+00+1—+oo
X = 4o log x X —> poo lﬂg x
c) lim 3+2J; = lim 2yx 7l727ﬁ:ﬁ
X =3 400 2 +1 X —>toe f‘f \f 2
d) bm 32
2 2
e) lim el S lim X = yoo
X = 4o x3+1 X = oo J;
£y lim _2x+5 im 2%
X = tee 4_1,275 X = +eo 4x2
8 M -3 U Fe-e
P = T e e e L
h),‘;’@w x—3 5-x _xé)f?w x-3)(5-2
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5 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obtenidos:
W lim, 057+ 1)
b) km 21
x5 —e
X
c) lim ( - L)
1

x— =00
1-3x
d) xi:;m (1+ 2)
ke x

a) lim (0,54 1) = lim (0,57 + 1) =+eo K

b) xi{rf{m 2x+] - xé;’?m 2—x+l =0

Sabemos que 2¥* >0 para cualquier x.

Sl xﬁ'ﬁ’m (l-i) = lim (l-v-l)_ —eto L

X = 400 X Id

Comprobamos que (1— %) >]7 dando a x algin valor.

Por ejemplo, x =-10.

1-3x 1+ 3x
d) gm (1+2) = lim (1—2) =
x —oa X

x X = +e0

. 2 | ‘ -2-6
dm (1*;*1)‘“*3*) _fli‘.'i’m (%) 6o

=€

1-3x
Comprobamos que (1 + ) < ¢ ® dandoa x algtin valor negativo.
x

Por ejemplo, x=-10.

6 Calcula el limite cuando x — +e> y cuando x — —c= de las siguientes funciones:

D= b)g () = x;;ij ) hix) - {3x?+2-5x

i) = 22— b _ i) o 2x+3 R
d)i(x) =x xt -1 e) j(x) ot f) k(x) PO R
a) xﬁ@m xlii =t

(El infinito de una funcién exponencial es de mayor orden que el de una funcién potencial).

. _
iim 2" = lim 2" =0
e (2 wowe (2

2
b) lim X2 o
X =) 400 logx
2 2
lim X *=X +22x = fim X 72;_’( = +oo0
x—>»—o0 Llﬂgx X =P 400 lggx

(El infinito de una funcion potencial es de mayor orden que el de un logaritmo).
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c) xé;r:sz (¥3x2+2 —5x) = (+00) — (+o0) (Indeterminacién).

A2 5 s (a2 2
gm (3x” +2 = 5x) (§3%” + 2 + 54) = lim =22 +2 __, ya que el numerador tiene
e V3?4 2+ 5¢ ¥ 3?24 5x

mayor grado que el denominador.

xé!)’rym (35 +2 5% = xé;”fm (3% +2 45%) = 400

d) xit;zfm (2= Yx* 1) = (+o0) — (+o0) (Indeterminacién).

i (xz—\’x4—l)(x2+\lx4—l) -k 1 ~0
L T = Jm ——— -
* X +ylx‘ -1 X +yx =1

xit’;iqm (xz—vxé—l =x£1;rizm (xz—\*xé—l):{]

, 2x+3 2 2x _ 2
e fm, 1 = 4, 3 =l Bx 3
. 2x+3 , —2x+3 2
lim ZXX2  _ lpy Z=XE2 _
X ——oo 3x2_1 X = +o0 i3x2_1 B
. X X _ _ . ..
f) xé)??w ol 2 (+e0) — (+e0) (Indeterminacién).
Lrxt -1
3 2 =
T xTex -1

3 2 3
lim ( XX ): lim ( Xy % ): lim 3"'2;’::1
R | A | T e xtex+l

Calcula estos limites:

32

. L. |
a) Um, 2x+1 b)  fm, (1,57 -%)
" x* ) . x*-5
o Hm, (”‘m D tm,
x*—5x 3x) 2[4
e) xl—‘:ﬁ"”( x+1 _T f)xl—{"fm (x — V%" +2x)
Q) lim (1,2x-3—x2) S (M)H
x> +oo x+1, x>+ \2x 45
a) A5 =0 porque el numerador tiene menor grado que el denominador.

b) xit)’iiﬁ (1,5 = x3) = +eo porque el infinito de una exponencial con base mayor que 1 es de orden
superior que el de una potencia.
2
c) xi{”_ﬂm (x -x 3 ) = Xé’?yﬁ 73"(3 =-3 porque el numerador tiene el mismo grado que el de-
- nominador.

[ 2
d)xlt'ﬁzf les_ lim \/x_: im X _1

XDZe Dy xome Dy D
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2
0 i (xz_sx_£)=x£”fm (2x —10x —3x(x+1) | _

X =3 teo x+1 2 2(x+1)
o 22 —10x — 3x% = 3x s —x2—13x_
I T T B S T

2 qu o (xz—\'xé+2x)(x2+\,'x4+2x) o x4—(x4+2x) ~
(2" =t +2x) = lim gm - = =
x2+\/x4+2x e x2+\,‘x4+2x

4 4
= lim B el lim ¢:0

¥ x2+\,‘x4+2x ¥ x2+y‘x4+2x

2
g) lim (l,Z"—SL) = too

b 4,

X = 400

x =400 x+1
x—1 [ . \too
. 3x +4 |3 _
0 i (355) - (3) e

8 Calcula los siguientes limites:

2

x2+1 " x+1 21 x—1 2
o M Ty b) e, (x_z) o) Em, “3)
- x+1 _ x2-5
. 3x—4) 3 . ( _L)""‘ 2 ; (x—s)
d)xl'?m (3x—2 ) xﬁ’l‘m _1 x2 f ré@“’ x+2

2

a) Sea /= xé;rtzw (%)

2
Como xﬁm x27+1 =1y xé;m %2 = +oo, se trata de un limite del tipo (1)6=),
Yoo oo

Aplicando la férmula:

Como  lim le =1y xi:;rizm (2x = 1) = +oo, se trata de un limite del tipo (1),

Aplicando la férmula:

- x+l p
Lt (E ) ey i 823

x+2
c)Sea [= lim (x—l)

x40 | x4 3

Como xé;?zzm i:é =1y xé;”foo (x +2) = +o0, setrata de un limite del tipo (1)t==),

Aplicando la formula:

) -1 . —4(x+2)
JEPRL (m—l)'(“z) I Rrs S
xsl
_ 3x—4) 3
e t= i (373)
Como lim g’;—_gzl y | lim x;l = +o0, se trata de un limite del tipo (1)),

Aplicando la férmula:
3x -4

7 ) oxl 1 -2 x+l lm =2x-=2
;=,r—'»’1’°=(3x_z l) 3 ol B2 3 Lprtim Ox G g2
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2

3x-2
e) Sea [= lim ( =L )
x—>—oo x

1

; 1)\ ; . i .
Como _lim (1— —2) =1y lim (3x-2)=~co, setratade un limite del tipo 7(1)“&) :

x>
+oo x

Aplicando la férmula:

s 1 = 1 o
l= = =5 =1

; 1 ; =1 e
lim (1—F—l)-(3x—2) lim (?.(3,:-2))

)xz_s

x+2

£) Sea [= I ("—3
X —oo

; x=3 _ 3 2_&y_ > & ¥ (+00)
Como  lim s =1y _lim (x?=5)=+co, setratade un limite del tipo (1)

Aplicando la férmula:

"‘;’_1).(,(2_5)= lim 26 =5)

lim ( 4
lep*% \xs Pl x+2 e

9 Halla estos limites:
a) lim (P+2x- -4 b lim (<+l+x)
a) _lim_ (x?+2x x>~ 4) = (=) - (co) (Indeterminacién).
La resolvemos multiplicando y dividiendo por ({x2 + 2x + {x> — 4):
(? + 20— — ) (I’ + 2x 4 fx* —4) _

2. P+ 24?4

o g -9 244 _
¥ P 2eaft -4 T P 2eai? -4
- lim “2x +4 2 _=2_

L.

VX2 —2x+ x> -4 T+l 2
b) xll;rfw (Yx2+1+x) = xé;'?oo (x%+1 = %) = (00) — (00) (Indeterminacién).

La resolvemos multiplicando y dividiendo por WP +1+%):
K l-x’

P Wx?+1 -0 (x> +1+%) - - U 1 -0
-ir:loo ) _\'—t)”}oo 2 _x—y’fm 2 -
* Vx“+1l+x ’ Vx“+1l+x Vx“+1l+x

10 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +° y cuando x — —co:

1-x . 2x
si x<0 ——— si x50
DF@ =152 bgl =1 el
% si x>0 e —Ilnx si x>0

a) lim f(x)= lim ln_x=0

X = 400 X = 4o x
. _ 7 l-x __
xll)?’!lwf(x) - x—lf)@w x+2 =-1
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b) xé;’?m fx) = xé;"fm (e¥=Inx) =+

lim f(x)=lim 22X o g 2% _ )
xX—>—oo xX—>—o0 m X — 400 m
11 Sabiendo que:
g pGeae i g@ee el -0
di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:
. s(®)
B ey
b) lim [s(x)]PW
x—2
o lim |s@) - q ()|
d) ,l{_'f'z [p(x) -2g ()|
.5 0
ﬂ) x[l—’)nl m B +o0 -
b) lim [s(x)]?™ =0t==0
x—2
<) lz;r)n2 [s(x) - ()| = (0) - (~o0) — Indeterminado.
d) xltl)nz |p(x) - 2q(x)| =400 —2 (—00) = +00 + (+00) = +00
Pagina 242

12 Calcula estos limites. Si alguno es infinito, calcula los limites laterales:

. x*-7x+6
a) xl,—'>”l 1-x
. 3 _4x?+5x-2
b) lim X - AIX—=2
) B @ De-2

5 3x% +5x+2
o 9% _ 4

2
d) lim x“+3x-10
)*42 P —x-8x+12

ox*-7x+6 _ (0) . (x-1)(x-6) _
VI Tor ~@ " 1-e  BHE-0-5
b) lim P —dxtes5x-2 _ (0 _ . =1 (*=3x+2) y x*—3x+2

=1 (P -1) (v -2) IOREES! (x—l)(x2+x+1)(x—2) x*=1 (x2+x+])(x—2)—
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10 P UNA POTENTE HERRAMIENTA PARA EL CALCULO DE LiMITES

Pagina 233

1 [El alumnado puede utilizar los ejercicios resueltos anteriores. Para aprovechar esta ayuda
deberd trabajar la dimensién productiva].

Hallar los siguientes limites aplicando la regla de L'Hépital:

2
a) lim B2+ x
x

;o e +x-1
S-1 PP ex?_x—1 b)xlgn(l

x2

o lim sen x (1 + cos x) d) lim e —e*
x>0 X cos x x>0 senx
€) xlirxu (cos x + sen x) 1% f) x{{r{zm (1 =2%)x
2
g lim (3-92E-9 b lim V204
x—32 x5 x-5

a) lim a2t x :(g): lim 3x2+4x+1:(g): Jim Gx+4d _ -2 _ 1
¥xo-1 6x+2 -4

sl 3 a? _x 1 2

b) lim m_(g) lim %(g): lim e'x:%

x—=0 X2

2

1 1 —.
o lim M x(1+cos x) _ (Q) o Im S x(1 + cos x) + sen x(—sen x) _
x =0 X cos x 0 Y cos x + x(—sen x)

d) lim £=€" _ (Q) -l £re oy

x=0 senx 0 x>0 o5 x

)lﬁx

¢) Para poner [z'mo (cos x + sen x en forma de cociente, tomamos logaritmos en f(x) = (cos x + sen ),
xX =

x[z’jno ([ f(x)]) L’i’m0 (% In (cos x + sen x)) = xl'i

X — =0 X

- In (cos x + sen x) =(%) _

- lim (—sen x + cos x) [ (cos x + sen x)
T x>0 1

- / el =
=1 — Xlgnof(x)-e =¢

1x Al 12y,
£) fim (1-21% = 1=27 =(Q - gy 2 CUX)l2 Clx)-ln2
X =) 4o X = 400 1/x 0 X =3 4o0 (7”_7(2)

= U (2" ;D) =-in2=In %

g) Para poner lt;rnz (3-x)Y% -9 en forma de cociente, romamos logaritmos en f(x) = (3 - x)y(x2 -9,
In( ) =
. <l 2B=0 _(0) gy Box o1
x/gn2 (In[f(0D = xl'gﬂz 2 4 '(0) - x’!ﬂ”z 2 2

2x
b) lim A -9-4 (Q); o 20X -9 10 5
x-5 1 2{25-9 4

x5 0 x5 -
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17 P CONTINUIDAD DE UN INTERVALO
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1 Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales tenga una raiz la ecuacién siguiente:
2x%—14x2+ 14x-1=0
Busca los intervalos entre —4 y 3. Comprueba que f(1,5) < 0 y tenlo en cuenta.
Consideramos la funcion f(x) = 2x% — 14x% + 14x - 1.

Tenemos que f(x) escontinuaen R y que:

f(=4)=231>0 u 2 en (-4, -3) f0)=-1<0 H zen (0, 1)
ay una ralz en \—4, —9). ay una railz ¢n N .
f(=3)=-7<0 f)=1>0
1)=1>0 (1,5)=-1,375<0
j:El)S) ->—l 375<0 Hay una raiz en (1; 1,5). Jf((2) _)3>0 ) Hay unaraiz en (1,5; 2).

2 Comprueba que las funciones e¥+ e —1 y e¥—e™ se cortan en algin punto.
Consideramos la funcién diferencia:
Flx)=e"+e™—1-(e"—e™)=e"+e¥—1—-e"+e ¥ =271
F(x) esuna funcién continua. Ademas:
f0)=1=0
f(l)-0.26<0} signo de F(0) = signo de F(1).

Por el teorema de Bolzano, existe c€ (0, 1) tal que F(c) = 0; es decir, existe ¢ € (0, 1) tal que las dos
funciones se cortan en ese punto.

3 Justifica cudles de las siguientes funciones tienen mdximo y minimo absoluto en el intervalo co-
rrespondiente:

a)x2-1 en[-1,1] b) x2 en [-3, 4] <) xll en [2, 5]

41 en[0,2] e 1 en[-5,10] ) e en [0, 1]
x-1 1+x2

a) flx) = %2~ 1 escontinua en [-1, 1]. Por el teorema de Weierstrass, podemos asegurar que tiene un
méximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

b) f(x) = x2 es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un méximo y un minimo absolutos en ese

intervalo.
o) flx) = 1 ] es continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un mdximo y un minimo absolutos en ese inter-
x—
valo.
d) f(x) = 1 T noes continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos asegurar que tenga
x—
méximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tiene ni maximo ni miminimo absolutos
pUES[G que:
lim_ f(x)=—co y lim_ f(x)=+o0
x=1" x=1*
e) flx) = 1 5 € continua en [-5, 10]. Por tanto, tiene mdximo y minimo absolutos en ese intervalo.
1+x

f) La funcién f(x) = e™ es continua en IR, luego lo es en el intervalo [0, 1]. Por tanto, por el teorema
de Weierstrass, alcanza su mdximo y minimo absolutos en dicho intervalo.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

v
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1. Operaciones con limites

Hazlo tu

* Siendo f; g, b, u y v las funciones anteriores, calcula el limite de estas funciones cuando x — +o0:
a) o(x)*W b) u(x)8™ Q) gl u(x
Q) lim_ v = 04) =0
b) lim #(x)8) = (+00)== = 0

o lm [g(x) - u(x)] = (=o0) - (+00) =—c0

3. Comparacién de infinitos

Hazlo tu
* Asigna limite para x — + o0 para cada una de estas expresiones:

. =y
Q) lim 2 by lim 1

m
] mxz_s X0 10x2_5

a)

= +oo porque cualquier funcién exponencial de base mayor que 1 es un infinito de

B
oo -_ . . .
=5 orden superior a cualquier potencia.

b) V<=1

. X’ — . .
lim —=——— = +co porque el numerador tiene mayor grado que el denominador.
x=ve 0x2 -5
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4. Calculo de limites

Hazlo tu

* Calcula los limites siguientes:

2x-1
, 4x—2 . 1-3x , Jx+2-2
o i (532 b) L, (og) N v Y
1
. x+2\-4 , 221 , e re”™
d) xhj,nai( 6 ) e) xé’l’w |x_1| f) xé’:‘oa X —e ¥
2x -1 (+e9)
, 4x—2 |4 oo
) (S522] - (3)

b) | lim (og)' =3 = (+oo) =) = 0

c) @ Indeterminacion.

(0

1.
Jx+2-2 i 2 Jxs2

1
xh—?lz 2x—3-1 «x—2 1 4
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e
d) lt'm4 (%)x_4 = (1) Indeterminacién.
x>

i, () (254t

x4 x—4 x—4 6 x-4
1
Por tanto, [lim (x +2 )xw4 =ll6
x—4 6
e) lim el (re) Indeterminacién.
X —oo |x_1| (+00)
, x2-1 P X -1
lim = lim =+c0 (cuando x — —oeo, x—1<0).

xS=e x| Tx5%e _x+l

) lim &re™ =ﬂ

£re Indeterminacién.
X Ddeo X _ =X (+°°)
—X
L= 1+ 3
_— 2x
lim €€ - I < _ im e _ 140
K40 X _ ,=X Xt P X = +oo 1- 717 1-0
T o2
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5. Regla de L'Hopital
Hazlo tu
¢ Célcula estos limites:
. In(cos 3x) , 352 . e 1
VB hreos2) W ) o dim (-4
—3sen 3x
a) I In(cos3x) _ (0) H cos3x _ _ po cos2x o 3sen3x _(0) H
x>0 n(cos2x) (0) x>0 2sen2x x>0 cos3x x—0 2sen2x (0)
cos 2x

cos2x yo. 9 cos3x _ 9

= lim
x>0 cos3x x>0 4 cos2x 4

b) lim (cos 235" = (1))
x>0

lim [(t‘ost—l)~—-3—l = lim S(ews2e-1) —@—S lim 3 2en2a) =(—0)-§
x=0 x2 0

x=0 xz x=0 2x ( )

N0
=12 cos2x _ =12 _ _¢
2, 2

= lim

x=0
Por tanto, /im (cos 2x)3% .2 = ¢ = L
x—0 6

4

9 lz‘m( 2 o | ):(w)_(m)=/fm e OB

$51 \ ey 2= =1 (X _3)(x—1) ()
1 Fx—1)ref—e 21 Fx—p (00 x21 Fyyp® 20 2
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6. Continuidad en un punto

Hazlo tu
* Estudia la continuidad de la funcién f(x) y clasifica sus discontinuidades.
P+X sixz0
x

f& = |l

1 si x=0

Para x<0, f(x)=x>+ 2 =x%—1 esuna funcién continua.
—%

Para x>0, f(x) = x2+ % =x24+ 1 es una funcién continua.
x

Estudiamos la continuidad en x = 0:
lim (x* =1)=-1
x=0" . S L. avivsa
5 5 — No existe el limite porque los limites laterales son distintos.
lzm' x“+1)=1
x=0

fO)=1

La funcién presenta en x = 0 una discontinuidad inevitable de salto finito.
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7. Funcién continua dependiendo de parametros

Hazlo ta

* Determina los valores de @ y de & para los que f(x) es continua.
x2+2x+b si —0<x<0
f&) = {sen(ax) si O<x<m
(x—n)2+1 si m<x<+00
Si x#0 y x=m, lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
Comprobamos la continuidad en x=0 yen x=m

fO)=b

xli%-(xz P G=b — Para que sea continuaen x =0 debe ser 4= 0.

lim sen (ax)=0
x=0*

f@=1

lim sen (ax) = sen (am)
x> — Para que sea continua en x =7n debe ser sen (an) = 1.

lim [(x-m)2+1]=1
x>t
sen(an) =1 — an= %+2[m’ con ke Z = a= % +2k con ke Z

Sia= % +2k con ke Z y b=0, lafuncién es continua en IR.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v
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1. Célculo de limites

* Calcular los siguientes limites:

25
3 _Ra3 g x
0t [0 b i, 1+ KA
25 25
3 3
a) lim ( 3+5x—8x ) = ( (=) ) Indeterminacion.
X 4oo 1+2x (+00)

125 25
3 3 3 3
p (J3+5x-8x ) . ( s ) - (,2x

25 .
= == ):_
X 4o 1+2x 2x 2x) D !

b) dim (14 4x3)2 = (1))
x=0
Aplicamos la regla:

lm (14 4x7 1) % =
x—=0

X X X

Por tanto, iy (1 + 4x3)2 = €8
x—=0

c) lim X

X
(%) = (+20)"” Indeterminacién.
x—=0 X

Tomamos logaritmos:

tgx
In lim 1 = lim tgxin 1 fim  [tg x[~In D] = lim (2tgx Inx) =
2 x2 x—0* x—0*

x—=0* |y x—0*
=2
- lm 2inx _ (+ee) H i x - lim 2smzx=ﬂl: lim  Asenxcosx _
x—=0 1 (#e2) x>0t _ 1 x—0" X 0 so0r
g x sen® x

L lim —l = =
f =el=
uego H ( 5 ) €

2. Limite finito

* Calcular el valor de a para que el siguiente limite sea finito y obtener ese limite:
Ifm (L _ @
=0 \g¥_1 2x

lim ( 1 a ) = (e0) — (o) Indeterminacion

x—0 o1 _E
lim ( 1 _L) -k 2x—ae* +a =QE lim 2—ae* - lim 2—ae*
*=0 \ o] 2x *20 (o 1)2x (0) ¥20 e s (¢ —1)2 0 L2y 2,52

Como el denominador tiende a 0, para poder seguir resolviendo el limite, el numerador también debe
tender a 0 y, por tanto, « = 2.
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Continuamos con a = 2:

2-2  _(@H —2¢" 1

lim im - =—=
$20 X 2x i 2051 (00 90 2oy ¥ 24268 2

3. Continuidad en un punto

* Dada la siguiente funcién:
e -DIx g v 0

fl) =1k si x=0
1-lnx six>0
a) ;Existe algiin valor de % para el cual f(x) sea continua?
b) Hallar el limite cuando x — +c0 y cuando x — —co de la funcién.
a) Veamos la continuidad en x = 0:
-2

lim e x =%z 400
x—=0"

lim (1 =lnx)=+c0
x—0"
No existe ningtin valor de % ya que los limites laterales en el punto x =0 no existen.

) i, f0)= lip, (1) ==
-2

lim e * =e=@20
X —y—oo

4. Teorema de Bolzano

* Demostrar que la ecuacién: sen x? = x— 1 tiene una solucién positiva.
Razonar la respuesta, exponiendo el teorema o resultado que justifique la solucién.
F(x) = sen x* — x + 1 es continua por ser suma y resta de funciones continuas.
F0)=s5en0-0+1=1
Flr)=senn®—m+1=-257
Por el teorema de Bolzano sabemos que existe ¢ € (0, n) tal que Fc) = 0.

Hemos visto que ¢ es solucién de la ecuacién del enunciado. Ademis, es positiva ya que pertenece a un
intervalo donde todos los valores son positivos.
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6 P CALCULO DE LiMITES CUANDO X — +oo
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1

Rastreador de problemas. [La resolucién del ejercicio planteado se puede aprovechar para
trabajar esta estrategia de pensamiento].

Sin operar, di el limite, cuando x — +co, delas siguientes expresiones:

a) (x2-32x+1) b) (x2- 29

Q) Jxt+l—Jx d) 3° -2~

e) 55— 3x8-2 f) yx — logs x4

) lim (¥ -324T) = 4eo b) lim (6% -29) = —eo

9 g, (21— ) = e § gy, -2 = e

o lim (5= xF-2) = +e0 £)  Jim_ (lx —logs x%) = +eo

2 Calcula el limite, cuando x — +co, de las siguientes expresiones:

3:3+5 4xd—x ¥ x
a) Tx+2 x_2 b) 2x¢2+1 2
o 3x2+5_x2x—2 d) Yx2+x—xt+l
e 2x— P+ x f) yx+l-yJx+2
2 3045 _adox) gy, G2l )
X = +oo x+2 x=2 X = +oo (x+2)(x—2)

3x4—6x3+5x—10—4x4—8x3+x2+2x:

= xé);?m x2_4
- lm —xéfl4x3’+x2+7’x710:70o
X =400 x2_4
3 3 2 3 3
b) lim ( 3 7£): i X —X@7+ 1) x(22x +1) lim Bl —x _22x “Xe lm o =
X = oo +1 2 X =3 +oo 2(2)6 +1) X —F oo 4x2 42 ¥he 4025
o (3x+57x1—2): lim 3x 4 Sx =2 v 4 - lim x2+5x+4:+w
X =3 toe 2 x X —> 4oo 2x X — oo 2x

Vsl vy v e
&) lim (LFex—2+1) = _lpm (s J"l‘f )(J:;n 1) )
i - X+ x+yxT+1
2 2
X ax—x -1 X 1

=l X AX=x ol g, x-1 1 1
A T e T T2

— %t z
o tin (- %)= _lim_ (2 J:)(ZJ—) )

2 2 2
= lm AT —x"—x _ lim 3" —x L

- y
o 2x+vx2+x o 2x+vx2+x




ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

f) lim (m_m): lim (m*m)(m+M):

yx+l+yx+2
x+l—x-2

= lim
X = oo

B el el N m —=1 _____9
Jx+l4yx+2 7 Jxil+yx+2
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3 Halla los siguientes limites cuando x — +oo:

oo (s k] o]
o] (i3] (i3]

053" w(i-1)° -4
9t (1) - o, [(1 1)5?”5- "

e) lim 1+i) =ed
X = +00 X
f) lim 1+i)7 =¢
X = 400 x
Sx
. S5\ fees) _
ot 5+x) ¢rTm e
Sx
h) lim (1- 1) e
X = o0 X
—S5x
i) lim (]—l) = e
x—rtes | x
4 Calcula estos limites cuando x — +oo:
13::—2 1 4x 3x
@ (1+1) b (1- ) o (1+4)
5 3x 5x
) (1-%) 1+ 2]
)12 o (1-4 01+ 2

X = oo

1 3x-2
a) lim (l+—) =ed
X )

1 g 1 —2x72 )
ot (1= ) = o (1) | -
3/5
3x Sx
c) x£+oc(1+51_x) *xiz;riaw (1+51—x) l _ 305
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3 ’ 5
@ gy (162 ) v5e
312
3x 2:
e) lim (I—L) = lim (1+ 1 ‘ =
X 4o 2x X =3 400 _

Pagina 225

5 Resuelve estos limites aplicando la regla anterior. Después, resuelve también uno de ellos dando

thOS lm lJElS(]S!

\5x -3 2x-1
; 3x+5) . (x3—3x+2)
a)xé:?m(if_l b PP
\Ix -3
s 3x+5
) Sa 1=, iy, (3523)

: 3x+5 _ . L3 - ree . (+00)
Como l_gnfm ETy =1y xizﬁzm(ix 3) = +oo, { esdel tipo (1)"**.

Aplicando la regla:

o (3x45 [ 6 5
aﬂ»_.m(ﬁfn]rfsksnz i (565 ) x5 _ 210

[=e ¢
3 2x—4
b) Sea /= lim (M)
X —>+00 x3+x2

3
Como gm =3+ ly ia)m (2x—4) = +o0, [ esdel tipo (1)),
¥ hwes 3 x5 voe

Aplicando la regla:

S 2 ’
; rﬁm(#_l).fh_ﬂ lim ('*’:73—"_!'1).(3,4) 5
=¢ x 42 =¢ e’ =

Resolucién de los limites dando todos los pasos:

3545 Sx -3 (ro0) 6 5x—3 1 5% -3
. : _ o) _ : _ P _
a) x—'??m(sxi_]) _(]) 7:;2@:»(1‘-3 _]) xé)rfm(l+ 3x_1) B

6
6 _
) Bl 6 sy 3 oo |57 YY)
= lim 1+; 6 el = lim 14— é =ell
x = 400 3x -1 x> +oe 3x—1
6 6
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X 4o x3+x2

3 2x-1 2 2x-1
b) lim (x —3x+2) :([)(+“):x£’?w (1+7x 73x+2) _

21 &.M.(zx-n
= lim [+71 = lim 1+ — 1 —x?—3x42 e -
X = +e0 x3+x2 X3 400 x3+x2
—x* —3x+2 % = 3x42
2
*"*—3’”2.(2,71)
. XA+X2 X‘:;*X!
= Iim 1+7l g2 =2
X = teo x3+x2
- 3x42
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7 ) CALCULO DE LiMITES CUANDO X — —oo
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1 Sin operar, di el limite cuando x — —eo de las siguientes expresiones:
a)x2-32x+1 b) x2 + 2%
c) x2-2% d)x?-2~

e) 2% _ 3% f) ixS_ _5*
g)Z“t—x2 h)x2 - Jxf -1

i) Yre2—a? j) 3xo2
a) lim (= 2x+T) =+eo—(co0) = 4ot eo =400 b) lim_ (x7+ 29 = +oo

<) lim (x2 =2 = +eo & lim_ (x2— 2 = —oo

o Hm (IF=-37)=-co 0 _lim_ (" ~1 -5 no existe
g lim (2%—x?) = e h)xg@w(xl_m)=_

Dl (hes2 - %) = —eo ) lim (3727 = 4o

2 Calcula el limite cnando x — —co de las siguientes expresiones:

) 3045 4 -x by ¥ %
x+2 x-2 2x2+1 2

o) Vxt+x—x2+1 d)2x+ xPrx
2x
€) Vxl+2x +x f) (1+%)

1 5x+3 1 3x-1
l_f) h (%)
g)( x ) x242
. 3x3+574x3—x)_ . (—3x3+57—4x3—x)_
2 xﬁ'ﬂo( e it W B e, e e
~ lim 3x4—5x+6x3—10—4x4+x2+8x3—2x _ lim —x4+14x3+x277x—10_7
T X oo 4 T x—b+4eo w_4 B

3 3 3
b) fim (=X —X)o | Xl gy 2D AX g, -0
x—=—ee |\ 2y2,1 2 ¥k |\ 92 1 2 X = +00 4xt 42 X =400 4x2+2

2 2 2 [.2
c) ftm (Y2 ex—yx?+1) = [zm (\,‘x —x—\,‘x +1) = i‘,’fm (V/x _x_‘}i%)j\i%*‘ X +1)

x —x—x'-1 o o0—=x-1 -1

lim -1
e e e o 2

2 2
d) xﬁ){lm (2x + x>+ x) = xﬁmm (-2x+ yx* —x) = xiz;mm (2% ¢ 4x 79;‘)(75.3;‘7 X —x) =
’ " “2x —x"—x

2 2 2
ol B =xtex g BTex

2 v —> 2
2x—xt—x T vt ox

15



ANAYABACHILLERATO

Matematicas I

(v'xz—lx—x)(sz—Zx+x) B

) 5 L (2 . o g
) Mm (e2xvx)= Mm (" -2x-x) = lim S 2enx =

h)

(@_I)HX_::I
X +2

3x-1 —3x -1 i
2. 2 R
lim (xgixl) ~ lim xzixl —e
X —> —co x42 X — 400 42

.2 (—‘f‘3 A1)
x+2

) i 3 l0x43
=e =" P2 =¢3
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0x—>c

1 [El alumnado, por grupos, puede analizar los p

mente].

Halla los siguientes limites:

c) lim (3 —sen2x)
x—=0

. 3+2x
a) xliﬂz v 3 " 7

c) lim (3—sen2x)=3
x—0

2 Halla el limite cuando x — 5 de las siguientes funci

22 —5x+1, x<5
x—4, x>5

a)f(x)={
a) [irrgi(xz—ixﬂ):l
LA
b) lim (2%)=32
x =5

— Los limites laterales no coin

asos a realizar para hacer el cilculo correcta-

b) lt;ms Jxl-5x+4
d) lim e3+4
x—-1

b) .!'z’ms Yx?—Sx+4 =2
x—

lim e3x+d_
x—= -1

d) ¢
ones:
2%,
b) g(*) =y (x-1)2
2

x<5

, X25

— Los limites laterales coinciden y Iz'ms [l =1
X =

2 ciden y no existe fim_ f(x).
lt'??g (X—l) -8 xr—5
x— 5"
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3 Calcula los limites siguientes:
B -2x%+2x+5 2 -5x+1
lfm ——=—= ="~ b) lim —————
9 Pl 2-6x-7 )xf‘i 24222 - 3x
X7 -2x%42x+5 (x+1) (" =3x+3) o x2—3x+57liﬁ
2 x!g’il 2_6x—7 = x—-1 (x+1)(x—-7) _x[i?il x—-7 -8 8
. x7-5x+1 _ 45 15
b i S 3% " 8418
4 Calcula los limites siguientes:
242x-3 3 —x
a) lim Y b) lim
R e R o
2 3 3 3
3 lim W26 -3 6 (=17 +3)" _ lim -17(x+3)
x—=-3 3(3 372 x—-3 x4(x+3)2 x—-3 o
I .
b) /i ‘UE 4 x(x=1)(x+1) lim 4 x(x+1) xiﬁ*f(x) flo existe
)xgnl 2 ] 2 T 2 - lim  f(x) =+
JxZex—2 (x+2)7(x=1) (e+2)"(x=1) e

7
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5 Calcula: lim (x2—5x+2_x3+2x+1
) x—0

x4+ 2x Dex

x°+2x Cex

lim (x2;5x+2_x3+2x+1): lim x275x+2_x3+22x+] _
x—=0 x—=0 x(x+2) x(x+1)

(e =55 +2) — (v +2) (x7 + 2% + 1) _

= lim 5
x=0 x(x+2)(x"+1)

- lim P A T R g Py ) _
x =0 x(x+2)(x2+l)

73 ¢ 1~ 10x I x(-7x% + x —10) ~ lim 7 vx—10 _ —10

= lim = Ilim = =
*=0 x(x+2)(x2+1) ¥=0 x(x+2)(x2+1) x=0 (x+2)(x2+1) 2.1

x+1
6 Caleula: lim, (“2%’?;4)”_7
el P oTxad i
xféﬁ (xz;ZJ;+4)x 7 —e J’Z"vl(%_l %] _
2

(x-1)(x+1)

e Jm; k-3 _, 12
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lim  f(x) = no existe
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f) xiz;rzzm f(x) no existe

fim  f(x) = no existe

x40 X = +oo
Y | ama
) ]
TN ’ | s
26 4 2 N X | 1Ll :
7 BZ0EJavaay,
26 D 2/ 4
1 21 i
| i i I
| ! 1 1
| I | I
! ! ! !
3 Piensa y comparte en pareja. [El alumnado podrzi compartir sus argumentos para trabajar
esta estrategia).
Dibuja, en cada caso, una funcién que cumpla:
a) lim_ fe) =4 Um flx)=-c
by lim f(x)=3, lm f(x)=3
C) xit)’@m f(x) =10 xé;’?m f(x) ===
&)l f@) ==, lim_ f0) =+
a) oY b) o7
—] 2 /'—
2 X
v 64 -2 | 2 4 6
—6 4 -2 i76 7
2
-4
6
<) olr d) oY
4 4
2
X X
-6 |4 -2 246 =6 -4 - 2. 4.6
-2 -2
. 4
-6 =G
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4 Describe con limites las siguientes ramas:

i

Y

a) lim_ f(3) = —oo .','z’rivz_f(x) =% 11'7122+f(x) =—oco

lim f(x)=+o0; lim f(x)=—oco; lfim f(x)=+c0

x— 4" x—4* X =¥ 400
b) fim  f(x) = oo lj)ﬂng(x)= L lim f() =~ M f(x) = 4eo

1
=3

A dim  fx)=—oes lim flx) = +oos lim fl)=—coi lim f(x)=—cos lm f(x)=3

5 Representa una curva que cumpla las seis condiciones siguientes:

Jim | flx) =4 lz'rias_f(x) =—oo lz’rlxy ) =—o

lim_ f(x) = —co lim_ f(x) = +oo lim _ f(x) no existe
x—5 x—5* x—+o0
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2 D UN POCO DE TEORIA: APRENDAMOS A DEFINIR LOS LiMITES
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1 Sabiendo que _/im 3x—20

Lm0 = 3, aplica lo que acabamos de ver para calcular h en funcién de €.

Averigua después para qué valor de h se verifica que «si x > h, entonces |f(x) —3|<0,01».

3x—20
-100

3x — 20 —3x+ 300

| £(x)-3]<0,01 — 100

-3[<0,01 — <0,01 —»

280 () 280 280
— -
T-100 ‘<0,01 = o159 <001 = Gop <X —100 = x>28100

(*) Para valores grandes de x, la fraccién es positiva y se puede quitar ¢l valor absoluto.

El valores h = 28100.
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2 Define, acompanado de un dibujo, los siguientes limites:

3t [0 =
b)xit;"f‘m f&) = 4o
c) lim f(x)=-c

x—=ct

D fin, f) ===

a) lim f(x)=—eo

X —>deo
Dado un nimero £ (arbitrariamente grande), podemos encontrar otro nimero A (tan grande como
sea necesario) tal que si x> A, entonces f(x) < —k.

o]

—k

b) Xiz;?lﬁm f(x) = +eo

Dado un ndmero 4 (arbitrariamente grande), podemos encontrar otro niimero 4 (tan grande como
sea necesario) tal que si x < —h, entonces f(x) > £
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c) [z’m+f(x) =—oo

Dado un nimero 4 (arbitrariamente grande), podemos encontrar un niimero 8>0 ralquesi 8<
x<c+0, entnces f(x) <—k.

d) x!!z)nc f(x) -

Dado un nimero k (arbitrariamente grande), podemos encontrar un nimero 8 > 0 rtal que si
-8 <x<c+d, entonces f(x) <—k.

@]

A

-k
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3 ) SENCILLAS OPERACIONES CON LiMITES
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1 [La respuesta clara a las cuestiones Planteadas requiere que el alumnado trabaje la destreza
expresion escrita de esta clave].

Todas estas propiedades que acaba.mos dB Pl’ESEl'ltal' son muy sencillas y ra.zonables. Y se pueden
enunciar en los siguientes términos:

1. El limite de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus limites.

Haz otro tanto con las propiedades 2a 7 yreflexiona sobre las restricciones que se imponen en algunas
de ellas, de modo que las veas razonables (por ejemplo: jpor qué b= 0 en la propiedad 42, ;por qué
S () >0 en la propiedad 52, ...).

2. El limite de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de sus limites.
3. El limite del producto de dos funciones es igua] al pmducto de sus limites.

4. El limite del cociente de dos funciones es igual al cociente de sus limites, siempre que el limite del
denominador no sea 0 (para que no se produzca una divisién entre 0).

N

. El limite de la potencia de dos funciones es igual a la potencia de sus limites, siempre que la base de
la potencia sea positiva (para que tenga sentido la potencia de exponente real).

6.

=

El limite de la raiz de una funcién es igual a la raiz de su limite. En el caso de que la potencia sea de
indice par, ademids, la funcién debe ser no negativa (para que se pueda hallar dicha potencia).

7. El limite del logaritmo de una funcién es igual al logaritmo de su limite (para que tenga sentido el
limite y el resultado, es necesario que tanto la funcién como su limite sean positivos).
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2 Si, cuando x — +oo, f(x) = +oo, glx) = 4, b(x) = —o0, u(x) — 0, asigna, siempre que puedas,
limite cuando x — +oo a las expresiones siguientes:

A f@)-hx bW Af@W+hx DR e) flx) - hix)

£) u(x)*® 2 ()b (x) h) [-h (x)]*® i) gxh® i) #(®)/h(x)

k) £ ()22 () 1) b (x)n(x) m) g(x)/u(x) n)x+ f(x) i) f ()P
o)x+ h(x) P b (x)h® q)x™ r) fz(x) + h2(x) s) fz(x) )

D _lim_ () = h() = +oo = (ces) = 4o 4 00 = 4o
bl fO W < (bo0)'™ = 4o

) Jm (f&)+h@) = (+e0) + (~0) = Indeterminacion.
&) _lim_ f = veo = oo

O lim (f0) - h() = (+e0) - (oo) =0

) xé;??m #()*% = (0 = Indeterminacién.

S (4
& G o)

— Indeterminacion.

h) _dim_ (A = [+eo]= =0



D) lim )" =d==0

J) lim u(x) _ 0

x4 hy)  —oo

k) lim AS) =t

I = too

x=ve u(x) - (0)

f P e
Vil o
56 4

m) X = too u(x) _W

n) xé;ﬂfm (x+ f(x) = +00 + (+00) = +oo0

8) lim  f()" = (+e0) =0

x

o) xé;r?m (x+ A(x)) = (+00) + (—oe) — Indeterminacion.

: B _ (_oo)o .
p) xizﬁﬁm h(x)"™ = (—e0)™ — No existe.

D e o) 20

0 b (f20) +520) = (+e0)? + (—e0)? = 400

$) lim (f ) =) = (+09)? = (~e0)? = (#00) = (+o0) — Indeterminacion.
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A ) INDETERMINACIONES
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1 Para x — 4 se dan los siguientes resultados:
SFx) = 400, g(x) 2 4, h(x) > —oc0, u(x) 50

;Cuiles de las siguientes funciones son indeterminaciones cuando x — 42 En cada caso, si es inde-
terminacién, di de qué tipo y, si no lo es, di cudl es el limite:

a) f(x) + h(x) b) fF(x)/h(x) o flx)*® d) fx)?
€) fx)"® £) 2 (x) g [g(x)/4)/@ h) g(x) £
a) lirﬂ [f(x) + A(x)] = (+e0) + (o) — Indetermninacién.

b) lim S =¥ Indeterminacién.
x=4 h(x) —oo

/i (%) _ (400)**) = 4 oo
o) lim f)7 = (+e0) *
. bx) _ (—oo) _
d) lim f)"™ = (ree) ™ = 0
€) [z‘m4 F5)*9 = (400)® — Indeterminacién
X =

f) lim u(x)f’(") - (0)(—°-=): +oo
x4

[g(x) £ (%)

-has = (1)**=) - Indeterminacién

g lim y

x=4

h) lim g9/ = (4)+) = von
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5 ) COMPARACION DE INFINITOS
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1 Indica cuiles de las siguientes expresiones son infinitos (<) cuando x — +eo:
a)3x’— Jx +1 b) 0,5* c) -1,5%
d) log, x e) 31 f) Jx
x7+1
g 4* h)47* i) —4%

Son infinitos cuando x — + oo las expresiones a), c), d), f), g) ¢ i).

No lo son las expresiones b), €) y h).

2 a) Ordena de menor a mayor los érdenes de los siguientes infinitos:
logyx  Jx x*  3x% 1,5 4

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

log, x 5
im 82 im 3% lim i
x—too J_; x o 42 ¥+ 1 5%

a) 4% 1,5% 3x% x% Vs logyx

b) lim @ =0

X —> 4oo 1/;
5
lim 3"2 = +oo
X r4ee g
X
ix 0
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8 LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD
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Resuelve

Piensa y encuentra limites

1 Utiliza tu sentido comiin para asignar valor a los siguientes limites:

) lim x% lim x% lm (3 -x?
X > +00 X > +00 X +00

‘. 2, ‘ 3 f 3 2
<) lim x% lim x”; lim (x”=5x"+
)x—rz P x52 ’ x—)Z( 5 3)

e) lim L; I L; lim X
x——00 g x—H—o0 x2 x——o00 x2+1
. %3 x5 —5x2
g lim 3
xotoe W2 ] xoriw 42
a) lim x2=+00; Iim x5=+0-0;
X+ X —F+c0
b) lim x?= 4o lim x> = —oo;
X ——oco X —»—oco
<) lim x*=4 lim x3=8:
E g x—2
d) lim L=(J; lim L=(.‘!;
xS he xhea 2
e) I L:l.'); lim L:l.');
X -y X —>=—o0 xZ
£) lim L= tos; lim - = 1o
x—20 x x—=0 52
3 3 .2
2) lim f = + 00} 'im x275x:+m
rrEe x4l e x4l
3 2
h) lim X oo lim X -
X——eo x2+1 x—r-e 3x+5

b) lim x%4
X3 —00 x -

& tm 1
X x—+

Xt
) lim =3 lim L, X
x— x>0 52 x50 5241

x x2+1 x—-c 3Fx 45
/ 3 2y _

ML
‘ 3 ) 2 Coo

i =)

I X -0
¥ e 42
lim X 0

2 Tanteando con la calculadora, da el valor de estos limites:

a) lim SERX
x—=0 x

b) x[l;r’us (x=3)-In(x-3)

2x
) lim (1+é)
X —» +00 X
a) lim X
x=0 x

b) z"z’j;n3 (x=3)-In(x-3)=0

2x
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1 ) IDEA GRAFICA DE LOS LIMITES DE FUNCIONES
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1 Describe mediante un limite cada una de las siguientes ramas:

b) < d)

a) xil:ﬁilm [ =-1; xgrfm f) = +o0
b lim, ) == _lim f0) =2

C) xﬁnfm f(x):+oo; xé;?ffm f(x):+w

d) xizbﬂ—ﬁm f(%) no existe; ,.i”fm f(x) no existe

2 Asigna _lim_y lim  acada una delas siguientes funciones conocidas (dibuja esquemitica-

mente su grafica):

a) f(x) = x2 b) f(x) = 2 Q) flx) =3
d) f(x) =—x3 e) f(x) = sen x f) flx)=tgx
a) xﬁ’{!mf(x)=+°° b)xi{?{imf(x)=*m
i, f6) = e A f) =
¥ i Y
8
6 —4 -2 2 4 X
i
4
4
2
1g
s TR 1
i)
c) xﬁ}{;’mf(x):—m d)xé;rztmf(x):+oa
M S = A [0 =
off o
4 4
2 2
—4 =2 24 X —4 -2 24X
2 <2
—4 —4
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2.5

_.PGe)
Al calcular lim 0 podemos encontrarnos con uno de estos tres casos:
x>c -

. v o 15, P _ P
Si O(c) # 0, entonces x/z_r:r(_ ——Q(x) 00"

(x)
Si P(©#0 y Qc) =0, entonces lim al +oo (hallamos los limites laterales).

x—c Q)
P(x) (x =) Py(x) Py(x)

=~ = lim ~ = lim -
OX) x5 (-0 Q) x5 O

Si P(c)=0 y Q(c) =0, entonces lim
X—=c

(Para hallar este nuevo limite, analizamos en cuil de los tres casos es encuentra).

Calcula los siguientes limites:

x2+1 x2+1 x3—2x x2+2x-3
a) lii —_— b) li — lii —_— d) lii =
)xz_?tj a2 -2x ),\-Z"z x—-2 C)x-?’a +x )x—'»"I 22+ x-2
RESOLUCION

2 4
W
W=
x—3 X°—-2x

> =
e W 5 Y
b) lim ——- = -5 = (+). Hallamos los limites laterales:
xs2 X—2 (V]
o e . oxr+1
lim o =0 m ———=+o
xa2 X—& x—»2r X—4

3 — 2x i x(x2 -2 x*-2 =2
@ Jo S O iy M=) gy B =R DD
x>0 xX(x+1) x-0 x+1

x>0 X +Xx 0 T
d) lim a3 12 )a i = D+ . tim X - . 3

x>1 X2+x-2 0 357 =1+ 2) 57 2 3
Calcula los siguientes limites:

% 2x = 1 x—2 . (x-2)x+1)

a) lim = b) lim = o) lim ———= dilm——e -

x—>-1X+2 xo>-4 X+4 x>2Xx+3 x22 (x-2)(x+3)

2 _ I x x2 — 3 7 2 5

e) lim X=X " ,L‘ L D lim ——2‘, <> 1 g) lim ———,x s h) lim ——‘\;f'x, =

x>1 x -1 x—0 3x°+2x x2>1x°-2x+1 x>0 3x° +x°

. Y e

i) lim 3x - = P lim —'\—‘x,= k) lim ————= 1) lim %=

x>1 (x-1)° x—=1 (x-1D* x—>3 x*-2x-3 a1 (% + 1)*

¢+ 2 ) e o i 2

m) lim ,"‘%= n) lim 5,\—1= a) lim 2T LI

x—>-2 X° + 4x x>0 X°+ 2x x>2\x-2

2. A >
s xR =5 . x?+3x-—4 o XA

) lim ———= ) lim —————= 1) lim ———=

P.\-ai 2x - 10 q.v—n x% -1 x>0 x+1




2.8

P(x)
Q@)

V7 % il SO
T obx+ ...

S =

Si grado de P> grado de Q (m > n), entonces
Si grado de P < grado de Q (m < n), entonces

Si grado de P = grado de Q (m = n), entonces lim f(x)=
X —> 40

lim f(x) =t

x>+
lim f(x)=0.
x> +w
B
PR

(el signo es el de %)

Cuando x — —o0, se resuelve de forma similar a cuando x — +o, teniendo en cuenta la regla de

los signos.

Calcula los siguientes limites:

x2 —3x 2x+1 33 \2 4-3xt
a) i —>— ) R c) m |— d) m —— =
).\-—++1 2x2 )xahx.‘ 3x—x2 )xal-x x? )x—»+1 =+ xz)l
2x — 4 3x? -4 -2x’+1 x3 -2x
. e ————= ——e B) MM =
e, o NPT D Mm a3 OIS —wid ) M 271
RESOLUCION
. N —3x 1 . - ) 33 \2 2 4—3x%
" x [—'»"»17; 2% 2 b).\- 'L”fm 3x—a2 L x I_'."fx. oF | T 9 3 {z’nzm a2z =2
. 2x-—4 A - . 2a%+1 . x3-2x
=2 = = —_— = —_— = -0
© M == 0 s oo w-i@ I = el e
Calcula los siguientes limites:
¢ 2x3- 4 ¢ 2 c =
a) lim -_hd B8 b) lim _.x)—qx - ) lim (x—,+1—)-‘ = d) lim s DR~
x40 1-2x x>+ X°+3x x—>+0 X°t+4 x>+ 4x -1
. x(x+2) . 1+2x \? ) 4x+9 _ 3x5-2x+5
" XXTE = D = e Bl el Sale Y
S e oo B ( dx—1 ) B -2 B i
; = -2 s g =Dk - x2+1 " 2x(x—1)
l/ = ) ¥ = I — = I —_—=
D x e 2+ 1 o anx 3-2x k),\‘ -':'fn (x4 =1)* D x e (x+ 1) (x + 2)
- 43 2 -3x 1+2x
) i = ) dtm - n) /i = = lii =
R G TR~ Dy 21 B x+i o) a1
_ ¢+ " 2 .
p) lim —,—2— = q lim e 29 ) lim (—\;i = s) lim \—(Y:,L =
x>0 4—X x—>-0 X x—»-0 X —1 x—>—0 2x*
- 4 _ 3x+1\2 " 3x+1\ . X2+ 2x—x?
O T N ( 2 ) = N ( 2 > - L T BT




Pégina 25 Pégina 29

a) 1 b) —1 ¢) No existe a) 1
fH o !

d) + e) —w

2 +o h) -1 D -1 o |

P =1 k) 2 D oo [

o) 3 ) e a A b) 3
S —=r
vl |

Péagina 26
a) 57/2 b -1/2 a0
d 5 e) No existe f) 1
g 0 h) 2 D1
) k) 1/8 D 1/8 =0 b) lim flx)=2
m) No existe n) 1/27 n) 1/4 =1 -\//_‘:n : fx) =2
o) 9/4 p) 4/3 Q —3/2 c e i
0 0 $) 196 D —0,25 A Km fO=—> & Hn fe=-w
u) No existe v) 1 w) —1 \_[’l”_ _f(-\') = _\»I’l’Ll./ﬁ\') =g
a) | b)
Pégina 27
o 4. d)
lim flx)=—4 lim f(x)=4 Ilim flx)=13 _L
x = =1 x—1 x—2
a) 11 b) No existe o4
D) k=4 b) Pégina 31
a) —ow b) +w c) —® d) —
! e) +wo Do 20 h) 0
1 v .
i) —o i) +oo k) — ) +o
m) —® n) 0 n) 0
Pégina 28 Pégina 32
a) —2 a) —3/2 b) +w o1 d) +w
b) lim _flx) = —c0; lim , flx) = +oo &) =i f) 1/4 20 h) +w
&=y =4 1 BXE i Do D 3/2 k) 0 D 2
2) 0 /5 e) 0 ) —3/2
" . ‘(’ ¥ “[ X m) 0 n-o ) -32 o0)1/2
) i (%) = —o0; Il ) =+
® lm _fo)=-—o; lm A o p) 0 Q2 D 1 s) 1/2
h) lim_ fix) = —owo; lim, flx) = +o o0 u) +o V) — w)2/3
=0 x-0
D +o ) lim_fix)=—o; lim flx)= +w T
. x> l-‘/ x—1 e/ Paglna 33
k) 1/2 D +o ' l
a) 1l c) +oo ) =
m) lim _ flx) = —o0; lim _ flx) = +o D ?’ , & e 0=
x> -2 x> -2 e) Noexiste f) 2 23 h) 3
n) lim_ fx) = —o; lim f(x) = +o D o Do 1) ke D +e
x—0 x—0
)+ 012 pP5 @52 D0 50 m) —w n) 2 n) 2 o) =2




23

Si f(x) esuna funcién habitual da-
da por su expresion analitica y exis-
te f(c), entonces para hallar:

lim f(x)

xX—cC

Si f(x) es continua en X =, entonces:

lim f(x) =f(©

x—c POR TANTO

Las funciones que utilizamos habitualmente ¥
calcularemos, sencillamente:

f©

mediante su expresion analitica son continuas
en todos los puntos en los que estin definidas.

Halla los siguientes limites:

a) lim (% x2 - I) b) lim N 2x +9
x=>1 x—>0
RESOLUCION

” 2 2. 2 -1
) lim |5 x* -1 ==:12-1=5-1=—7%—
l.\'—':l(?’\ ) 3 3 3

= x2 -4
b) li - H ——=
)x!)"I\/x * C)xjnz x—2

b) lim V-2x+9 = V—2‘0+9=\/§=5
x=>0

o—
o) lim Vx—5. No tiene sentido, la x no puede tomar valores “cada vez mds proximos a 17.
x=1

% ok 2 _4

e - s

d lim ——5~ Aunque X =2 no sea del dominio de la funcién ———5= si podemos tomar puntos
2 S -

del dominio tan proximos a 2 COMO queramos. Recordaremos en la pagina 28 como se halla este
tipo de limites.

Halla los siguientes limites en los casos en los que sea posible:

.2 2
a) lim [x3 - ]7.\’ +3)= b)lim 2 _ o) lim = d lim Vx®+9=
x—3 - x—1 el | x—0 x—>4
2 g
e) lim Vx f) lim e*= g) lim =9 - h) lim (@ +senx)=
x—2 x—=0 x—3 x+3 x—n/2

i) lim llogy (x + D] =
x—>2 -

P 2:\2 . 1\ . 1
P R BT

1A% 5 1 1

m) lim (log x) = nlim (—)| = n) lim = ) Imz I o e

x—>-1 € _‘._,3(.\‘) ,VI—>Z-V+2 E ( “\>

2 — 2x + X% - ~..Z x

p) lim l—fﬁ———l— = q) lim A=l ) lim x X s) lim |-x%+ 71 =

x> x4 +2 x—>12 x+1 x>0 Xx+1 x4
0 lim (3x%-2x)= GlmVNI—x= Wil =)= w) 1m1 (log, x) =

- 1/2

x—05 x—3 x—y
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MATEMATIKA I

Kalkulatu ondorengo funtzioen debibadak eta laburtu ahalik eta gehien:

. 3xt—=2x
-7 s

34x -x?
y=

53
_ 7% +2x
7= e
_3lnx
%’
T — (3::2 - 2x)6

y =arcos (3x2 - 2x)

4.- Yy =Ccosx

y= cos(x‘ + x’)

6.- ¥ =sen’x-senx*

7.- Yy =arctagx

)

_3,7cw/;+5x2
y=— 2
_7x3+2x
T=2%
_33::'mc+x2
xt=2
y=33x? —2x

y=In¥3x* -2x

y =cosx*
y= ln(cosx‘)
y = 3w§x
y=hl

x

Y= lnl(3x’ + Sx)- seerJ

y= loglO"’“’
e”ﬁl

y = —
tagx

y = arctag5x®

53x?

x2
x3

y=

A |(2x)5 ‘x|

Jx

" xt—x+1
e’ +1
_ x" -3senx
x* =2

y= ln(3::c2 - 2x) .:

- 3x%-2x
¥y =costx*
y=+lcos* x
y= 3cosx’
y=In3x’

Y= ln(3x5 + Sx)' senx

y= arctag(Sx3 + 3’)
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3.4 REGLA DE I'HOPITAL

REGLA DE L'HOPITAL
Sean [ y g funciones derivables en un entorno (a— 1, a + 1) del punto a.

i lim lim Q) = j lim UAEY ambié i lim €
Si R S =0, il g() =0, y existe yok @G " entonces también existe xas g0d

yes: lim o lim 10D

xa g&x) xa g'(x)

» EJERCICIO RESUELTO
Calcula estos limites, aplicando la regla de L’Hopital:

2x2+2x —4 e¥—1
e —— I —
a) .Ifm o P T b) xl!m = c) lim 322

RESOLUCION

22+ 2x —4 0 4x+2 6
R = e ry '(0) b N e

-, X
b lim < Lo ) lim —5— = L =1
x—0 Senx 0 x—0 COSX 1

2y X
o lim —-—3— - (__) == T (2‘»\- +x @x+x¥)e* _ (
x=0 3x2

_)= fim QtAxtaPer
x>0 T2 Gy

0 —
0 x>0 6x -6 3

0 Calcula los siguientes limites, aplicando la regla de L'Hépital:

5. 34 ¢ "
a) lim x?;ﬂx b fim 21
x=0 a%—-3 x=0

o lim
x—=0

n(x+1)
x

. xtsenx . X — > 1- cos?x
d) lim ——M—— e) lim &= D Im ———5=—
x>0 x x=1 Inx

. x+lgx . arcigx— x +x33 ¥ e?
9 lin Fvsenx W e T

5
Sue f
b) lim fQ) =-w; lim f(x) =t
X0 X0

.
2
81
ol

ho
d)2

933 i) e%/4




AMPLIACION DE LA REGLA DE L'HOPITAL

. X = (x) )
o Los limites del tipo lim —!K)_’ donde a es—m, +o o un nimero, si dan lugar a una indeter-
x=a QX

0 +
minacion del tipo (T o [———], pueden obtenerse derivando numerador y denominador y

caleulando Gsi existe) el limite del cociente de sus derivadas.

Hay expresiones del tipo (0 — ), (1) u otras que, con un poco de habilidad, se pueden poner

en forma de cociente para que se pueda aplicar la relga de LT 16pital.

EJERCICIO RESUELTO
Calcula los siguientes limites, aplicando la regla de L’'Hé6pital:

In(x + S S
a) lim —"—(‘;—312 b) Iim x(e~-1) c) lim (1+senx)"™
X 4w > e X4 x—0
RESOLUCION
1
c o In(x+1) (m) o OoAd
Q) lim = =|—|= lim =0
X =+ V+3 ® X+ l
: -1 _(0 (=1/x?) e
b) lim x@/*—=1)=®-0) = lim L -~ . (——) - U ————=
X =>4+ 1/ X w —1/x?

N> 4o

A"i) I (1 + sen )V lim Un (1 + senx)'™) = lim (% Sln (1 + senx)| = lim By
( x=0 \J

x=0 x>0 x=0 X
cosx
0 ; 1 + senx i ;
= (—— = fim =Y ) = dim (Q+sen)¥ = =ec.
0 x=0 x=0

0 Calcula estos limites:
N e

. ; 2 " x
) lim (Bx)senx b) lim x2(1-e") o lim ——
X
X x4 ©

x—=0 y 0

1 1 2 2 s
)= lim (— - —) e) lim (— “’.,—.‘) 0 lim (A -sen )™
g \nx  x -1 voyo \ X senx 50 o
o0 -~ 00 o —0D 4
1y (2} ) o )
@)= lim (In T)DD N lim (x+ DY C i) lim (senx)®™
x-0* L x—-1 0 X /2
Q a) 1
3 De!
b) -1
g1
)0
1
) S
2
i)l
€0
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TEMATIKA 11 Deribadak

IZEN ABIZENAK.......

Hurrengo funtzioen deribatua kalkulatu eta laburtu:

A ST L (St ) = 4 L Sert) - carx ) =

Y cad X

A

4 1
le (Lue +Llu (et ) - oy Goax | = &(39/@ #Lu@f*/)—(,u(o\/#
&4 (6 4 lu (1) - LuCaJx) o

1 : LA
g 4 - Bl AAY) | SR

o GO“'Q"[_ ﬁ/da
b 2/ oty L
x-Va? X X = _'f N4 /: A X /(O: 4 X
. S 7 % X“L % 3 S
i _4 Ui/to U 1) 4
4 By . X = 9 x Yx
b({,_ g b L J0

= e *-arctg(3%)

£ . a®
el amg@% 2 frv o 3" lu 3

5‘
«a, (—a/‘c_?éth Lu533)







TEMATIKA II  Deribadak

IZEN ABIZENAK:....cccocceueenssusenncassansnssacenssnanne

Hurrengo funtzioen deribatua kalkulatu eta laburtu:

—

X

y = sin?(e~5%)

%: - 2 ?\-u@—rx), cod @«\'4()' Ef ) 6/3
e e o !

l: ?.\u@.éﬂ/). - ‘ei\\(
%l: r. e'ﬁ‘( Su QAE—WJ 7

N

3(e* - cosx X - ~2 e
y=1ILn ,——(x—Z) = é @A @,C&JX) Lu@ ))

= 4 (lnetr b owe - ls ¢1))=

4 =
:é@yéﬂﬂwu-w(fl//
< ) )A 3 7 5 ds it S )
o S s s = A A
6— 'el)<i+ Cotx ¥4 "’( 4} o
g
35113 A~V qu/us
y=5.x6 3 - -J‘* Xé+ /3 - g X A3 " 3—‘ X /
2-Vx o) 9.3 :’2,—
oLl—_—‘f ’ﬁ/AJ‘ Y7 ¥a
‘= 3 (,)t,i XJ = -l:& X = f’_L *
6 ) 3 3




F=F
MATEMAT]KA I  Deribadak

TZEN ABIZENAKE......coosscossonsossonconsasssassasssasisis

Hurrengo funtzioen deribatua kalkulatu eta laburtu:

\1/3
y=Ln3’x2.sinx o ik (y??‘\ux) = L“ X~ ?\ux) -
= e

é@* (xSsiux ) -—bu‘ijf —\% [LAX+(~ Hux — L"‘eJ

A_[;up<+uJ9ux—9{
3 2 1 a&éﬂm
Pl = 2+ h A
6 =4 [- Fue 2 j S+ S el g
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34y
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TEMATIKA II  Deribadak

J1ZEN ABIZENAK:

Hurrengo funtzioen deribatua kalkulatu eta laburtu:

J X
x.?

L [0S ;é@(e'w ):%[m@-wu)%uxg]:

e+ lu coux =3 Lux) = sﬁf (/1 +Lqux-6L¢x)

=& A
‘ I _J_@Xx-_a_); g .2
6:\%((}@%“&} %)‘5 X % Ix
S 2 443 3+d/-l3 ue-y
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W T 2 2 X g
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o4 UE T 8 N 8 T,
5“ 2 N Ay 1y
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AMPLIACION DE LA REGLA DE L'HOPITAL
f(x)

e Los limites del tipo o — TR donde a es -, +0 0 un nimero, si dan lugar a una indeter-
x—a X

+00

0 +
minacién del tipo (—” ) o (’——+ ) pueden obtenerse derivando numerador y denominador y
0 ) )
calculando (si existe) el limite del cociente de sus derivadas.
e Hay expresiones del tipo (0 — ), ( 1%) u otras que, con un poco de habilidad, se pueden poner

en forma de cociente para que se pueda aplicar la relga de L1 1opital.

Calcula los siguientes limites, aplicando la regla de L’Hé6pital:

” In(x+1 5 i " /x
a) lim (. }T) b) tm x(e'*-1) c) lm (1+senx)"*
X = 40 x TS X >+t x—0
RESOLUCION
1
s n(x+1) 0 , x+1 :
) Hm —_ =ilr——) = lim = = 0
X =P +C X + % X =9 +00
1/x .2y Sl/x
. . e'’* -1 0 : (-1/x-) e~
b lim x@*-1)=Go0-0)=Ilim — — = ‘"] = lim —————=1
X = +0oc X =¥ +00 1/x \ 0 ) X —> o -Vx“
: : ’ ; ; 1 \ . lu(Q +senx)
o lim 1+ senx)V* = lim (n(1+ senx)VX)y = lim (‘ In (1 +senx)| = lim —————— =
x=0 x—0 x—0\X / x—0 X
COSX
(0 1 + senx :
= (;)= lim ———=1 = Iim (1+ senx)Vx = el = e
“ x—0 l x=-0
0 Calcula estos limites:
7 2 > Vx + 1
a) lim Bx)!'-senx b) lim a-e¥») o lim ——
x—=0 X =+ x— 4w C
| ] \ ) ) 1
- 7 A 5 ; S L P - A
d) {un (I”_\_ % =1 ) e) {mz ( SN ) {nn (1 - sen x)
x=>1\ x—=0\ x—0
1\
@)= lim (/n T) h) fim (x+D¥*! i) lim (senx)®*
x—=>0"\ < x—>-1 x—=>n/2
© a2 1
3 De!
b) -1
g) 1

0




3.4 REGLA DE L'HOPITAL
REGLA DE IHOPITAL
Sean f y g funciones derivables en un entorno (a— 1, a + r) del punto a
s i - : "(x) = , - f(x)
Si  lim f(x) =0, lim g(x) =0, yexiste Iim /; entonces también existe fim
x—a x—a 2 x—=a g'(x) x—>a g(x)
2 2 "(x)
ves: lim = lim ‘*/,—’—
5 x-a gx) x—a g'(x)
- ” -1 Z x? e¥
a) lim b) ltim ———— c) lim 3 5
x> x>0 Sen: x>0 X’ —3x°
ResoLUCION
Y2 4 D 0 4x + 2 G
; x“+2x — 4 . fx + 2 5 i
Al W e [ m ——— =—=23
x—>1 —~4x“+ 3x 0 x—>1 3x°-8x+3 -2
. e* -1 0 e 1
b) lim —— =|—|= lim =—=1
x—0 Senx 0 x—0 COSX 1
2 X " 2 - -2 X
2 x<.e’ 0 = 2x + X ; 0 - (2+4x+ x°) e -1
o Ilim —S—— = (— -l et m|——|=Mm X" =2 C -
x—0 X° 4 0 x—0 3x°- Ox 0 x—0 6x -6 3
0 Calcula los siguientes limites, aplicando la regla de L'Hopital:
2 : > n(x+1)
a) lim b) lim o lim ———
x—0 x—=0 x—=0
. x+senx > -3
& lim —— € I ———
x>0 X x—>1 In
o x+igx _arclgx — x +x3/3
g) lim g h) lim khﬂ i)
x=0 ° SRS x— 0 X
3 ) 1
2
b) lim f(x) = - x
Ny 21
)1
h) 0
b D2
)3 I3 1) e“/4




Q [f)=3+Inx- =
x

 f(x)=2%+log,x

@ [ =x2eX+2xinx
@ [ = Vo sen x — logs 5

x _ FX)
X+ G (x)

" x2-1
Q-1

»

@ [ = x2-1) Vx
@3 [(x) = 3 arcsen x
@ f) = 2arccosx +e*
@'}- fx) =5arcigx
@ &) xer-lnx

- 2
@ S = 3% sen x—log, x

I

f0o=

=

)=

@)=

)=

@)=

=

£ =

[ =

fr)=

£ =

[ @)=

[ x)=

)=

)=

[ @)=

=

F'(x)-GXx)-Fx) - G'(x)

4 x+D-dx- 1 _4dx+d-dx __ 4
(x+1)? (x +1)? (x+1)2

(G @))?




2.3 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA. REGLA DE LA CADENA

Fx)=@gpx=g(Fx) - F@=g ) f

Las reglas de derivacién aplicadas a funciones compuestas quedan as:
* F(x) = (fQ))" - F@=n )" 1 ()

® F(x) = sen (f(x)) F' (x) = cos (f (x)) - [ (x)

F(x) = cos (f (x)) F’ (x) =—sen (f (x)) - f* (x)

" (x)
cos? (f (x))

®

F(x) = 1g (f (x)) FQ=AQA+g2 0 f =
' (x)

W o " (av)) 2
Vi- (f(x)

AR

F (x) = arcsen (f (x)) F'(x) =

* F(x) = arccos (f(x)) e F' (x) = i
V1-(f(x)?
F(x) = arctg (f(x)) - F’ (x) T+ P
® F(x)=e/® = F'(x) =e/@. f (x)
* F(x)=a/® = F=a/®. f(x)-na
* F(x)=In(fx) - F(x)= L&D
f @
o F(x) = log, (f () 5 pE@-Le 1
S @ na

EJERCICIO RESUELTO

Halla la derivada de estas funciones:
a) f(x) = (x* -3x)7
b) g (x) = sen3 x = (sen x)3

©) b(x)=m3(x*+3)=[n(x*+3)P
RESOLUCION

a) [ () =7 - 305 - (2x - 3) = (14x - 21) (x? - 320
b) g' (x) = 3 sen® x - cos x

4 2 (al
& B3I+ DR L oxw S G743
x2+3 x2+3




Halla la derivada de las siguientes funciones:

0 ) = (x2 +5)6
o ) =sen (x2-1)
o f(x) = cos (In x)
o S0 = tg 2x-3x?)
O /-
o () = 2% ¥1
o [ = cos?x
O -
0 f@) =mBx-6)
21

@ () = ln( - : )
0 fx) = arctg 3x? + 2x)
@ [(x) = arcsen (x?
® ) = arccos (x3 - 1)
® S0 = sen (3x% - 1)?
@ S = sen? 3x2 - 1)
© 1003

Sl XL
0 fu) & ( x-2 )

o (a2 1)2
®f('\)_(x+2
@ S =Va?-4x

. x+1
x) =
@)/ (x—2)2
. Q2x + 1)?
() = ————
@’/ ¥ x-1
@ o) = BGx—12
5 2x+ 1
. e*
) e
@j“ (x-1)2

=

[ @)=

[ =

S @ =

=

L=

[ )=

[ =

[ =

S =

@@=

fx=

=

[ =

[ o=

f )=

[ =

[ =

)=

@)=

[ =

[ x)=

[ =

@@=




2.4 EJERCICIOS DE RECAPITULACION

Halla la derivada de las siguientes funciones:

0 [0 = % - V—; + % -5 f@-
© - ‘T - —\2— +3 5> -
o JO) = %\;1 — fr@)=
o fx) =Bx-2)e* —> f@)=
0 f@ =Vx - % +V5 S -

o f@=Ll_ Y 422 4 pw-
%

o f&) = \’A,' - —\:;—1 - f@-=
x* “

3 _ 244 3
o fGo = xX-3x"+2x+ 1 - Fo=

X

2
o./'(x): 5. 2 vwmg =
b
0=1\5 - E +V2 () =
@'[(\ \/x’ 3 —* e

Ora-2E 38 | .

@ f(x) =senx- cosx =S, o
X
@ ro-=5 -

(x) =

(x) =

vy 22 =1 P
0/(,\) S - &

@ f=x2-1)e*—Inx 3
@ S)=2"-31gx - [

0 f) =x3e*+x’senx N b
x -1 2
(x) = -
®/ 52 !
@ o= 2= - f
sen x

(x) =

x) =

(x) =

x) =

(x) =




€ f(x)=02-1)t

&
~
g
]

=
+ |1
AR

2\ x + 1
€5 f(x) = ———
V} S (x-13

/?;f)' [ =In (—l)

0B

\ x+4
Q‘;} f(x) = cos? (3x - 2)
“t?;i S =Vsenx

@' [0 = In (sen x?)

@ S =e¥-1.sen (3x%)
@ S0 =2%"-1. In(8x)

@ . (2x +3)?
(x) = —/——————
/ 1-x
& ro-s(2)
x-3
= (,%,\'vl
€b x) =
i x+2
@ " n*x
() -——
Y X
xe¥
(x) = —
@ s XF2
Vx-1
x) =
@ S 3x+4

36 S = \/ Sxt1

x+2

@ [ =arcig (x* +2)

@ S =Varcig x

@ ro- 3o @=-b
4

» f(x) = arccos V)

(%)

7 (x) =

" (x) =

" (x) =

" (x) =

" (x) =

"(x) =

" (x) =

" (x) =

" (x) =

i) -

" (x) =

P (%) =

[ =

[ )=

fx)=

[ =

[ )=




REGLAS DE DERIVACION

2.1 DERIVADA DE UNA POTENCIA, DE UNA SUMA Y DEL PRODUCTO POR UN NUMERO

® f(x) = k (constante) — fle)=0

®f(x)=x — Jrieee=1

® f(x)=x™ - L) =nx""1
*F)=f(x) g - FF@=xxg W
*FX)=k-f(x) —> FFx)=k-f x)

EJERCICIO RESUELTO

Halla la derivada de las siguientes funciones:

a)f(x)=x4—%x5+2x—1 b) f(x)=Vx
3 x2
= d L e
c) f(x) > ) f (%) e
RESOLUCION
a) f'(x)=4.x3—-3—'5x~’+2=4x5—%x2+2
B fG=x2 - f@=ta2-talyza L
2 2 2Vx
A Dl o W D G
o fx) SA. - [ 5 (4) - x g P
3
2 v sVx2
D ) = g =x2 V=B 5 L= %x2/5= %

Halla la derivada de cada una de estas funciones:

0 fG)=2x+1 >  f@=
Q rw- =2 5> re-
o_[(x)=% - o) =
o [ = % +3 - =

Of(x)=x3ﬁ3x1+2 — f)=

5
of(x)=—§:':——£+5 — Frix) =

o [ = 4";2 - W=




~
<

=

&
1

g |
+

o |®

o]

" (x) =

" (x) =

" (x) =

" (x) =

"(x) =

" (x) =

" (x) =

*(x) =

" (x) =

") =

" (x) =

' (x) =

" (x) =

2 -

Pr.(a) =

" (x) =

'(x) =

(x) =




E DERIVACION

*FX)=f(x)- g - FL=0 gx+f(x)- g X
o F) = f(x) S F GO = (X)) -gx)-fx)- g &)
g = (g (x))?
® f(x)=senx —> S (x) = cosx
* f(x)=cosx > fx)=—senx
° fl)=1gx -3 il =1Tietam——s—
cos° X
* f(x) = arcsen x — @)= ;
Vi1-a?
® f(x) = arccos x - ) =— =1
V1-a?
5 s 1
* f(x)=arcigx - L ye———oge
L+ &¢
® f(x) =e* - flx)=e*
® f(x)=a* —> f=a"na
* f)=Inx — &)= =
%
* f(x) = log, x 5 Pl ol
’ = ’ x Ina
Halla la derivada de las siguientes funciones:
0 f(x) =3 senx—2 cosx > )=
w@ fx)=41gx+e”* el [ =
@ f)=xnx - [f=1-Inx+x- 2 N nx+1
—— %

F(x) - G(x) — — =
F'(x)-G)+FX - G'(x)

@ fx) =xe* -> f1x)=

6 [ =(x%+1) senx - [f@=
0 FG)=2%1gx S5 L=

o [0 = (x? - :) e®) = [ =

o [ =x3-2x+1)-cosx —> =
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@22\—’2.3 - i &

%Y: A+ kb2 A st e
A A NNy
Al2,
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FUNTZIOEN LIMITEAK.

(Ariketa osagarriak 1)

1. Indeterminazioak identifikatu eta kalkulatu hurrengo limiteak:

. In@a el
1- l1m7x

X —pm

.32F
3- lim 1

x> m

(Zatiketa egin)

= llm[x +3—%]

x-30

x+logx

4-lim (Zatiketa egin)

‘x-rew

xt -1 x
5.- 6.- |11 — == (Konjugatua erabili)
I}P;l x-1- lxl.IaIéll—Jx-Fl
7.- lim(\fx2+l—\fx2 —-l) ‘ 8.- hm\Jx +1-—
4 6x+2 6+3x
9.- 10.-
l.rl_g}[x tx 8 J lxl*r{’lhx 8]
11.- | [lm X J”h 12- lim
T am - T D 6x
: . 2
13.- | (1+3x): 14.- hm[\/x - ]
x>0 =2
%t -1 . 3+
15.- 16.-
lim 5= i (3575)

x+3

x-—32

. (2% —x—
17- lim [7

Emaitzak

1-=0

3-=> 3
7-=0
11.-=¢®

15.-=2

1]r-2

. x*+3 1 . *+3 1
2.- lim ——— =~ ; lim ———|=®
x>0 X X =0 X X

4,- = 5-=>4 6.-=>-2
8-> w 9.-=0 10-=>e
12.-=-1/6 13.-=e° 14.-=> /8
16.- = o 17— €'%°



2. Kalkulatu ondorengo limiteak

. 1 -1
a) lim [— — ]
=0\ x  senx

o) lim (o 120 x)

O im X g
=0 gen‘x
g) lim 1—cosx _'}1/2

i) li _‘E’_“ 5 1
x—»a X—da 7 2JE
k) lim = 5173

x>0 1gx — SeHX

2
m) lim (cos x + 3senx): 6
x—»_O

32

q) lim[ ! —EJ ~»1/2

=0l In(l+x) =x
C oy g X—Senx
s) lim SQ -0
*20 sen’x
u) lim (1 + sen3x)™* e
=0
1
o (x
wlimler -}
. ef—et =2x )
y) lim ———— 32

=0 x— genx

b) lim Ger 1)

X-rm e

d) lim

X0

In(cos(2x)) 52
x? ,

f) lim (senx)™ 1
x—0*

h) fim -1

x-30 C()S_Iml

>2

) Jlrl_l;li x[a}-crg(e")— %} >0

1

. )
) lim (e - x) 51
n) lim 111(se2nx) 5.1/2
% cos" x
.
p) lim——Inx -1
N x—=1 x_]

r) lim.[l— L ] —1/2

[ e
t) lim— -0
x20 ] —cosx

v) lim (1-cosx)cotx  —0

--—--ul . -
X) lim (COS JC)ml’x e }é
x—=0 i .

X-den x

Z) lim (iﬂ] =g —a?



1.9 EJERCICIOS DE RECAPITULACION (LIMITES Y CONTINUIDAD)

0 La siguiente grafica corresponde a la funcién f(x):

3 dica el tipo de discontinuidad.

b) Halla los siguientes limites:

= o B 4 lim f(x) lim  f(x) lim f(x) lim  f(x)
o - X - xX—-2 x—-2* x—--1
lim [f(x) lim f(x) lim [(x) lim f(x)
x—>2 x—2' x—2 X =+

0 Sabemos que: lim f(x) = +w; [lim gx) =-o0; lim h(x)=1; /lim u(x)=0; lim v(x) ==

x—3 X3 x> x—=3 x—3

Di en cuiles de los siguientes casos hay indeterminaciones; y, si no, di cuil es el limite:

a) lim [f(x) + g(x)] b) lim [ o) lim [v())/™
x—3 X3 x—>3

d) lim [f(0)“> e) lim [h(x)]&® 0 lim [gx) - u(x)l
x—3 x—=3 x—3

—3x _— -
~———, halla los siguientes limites y representa los resultados:

o a) Dada la funcién f(x) =

- () :
lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim [f(x); lim f(x)
X = ~0 X —> +oo x—>-3 x—>3 x—=0
o Halla los siguientes limites:
: 35k 20| =1 . 202+ 1 4dx+1
a) lim “_vl b) lim 1“ ==
%330\ 2%+ 1] x40l X =1 2 if
" X+ 2 I — ” .
d) lim - , e) lim (Vx"+x —x9) f
X =+ x° + 2x* X — —0
S 5 AT T v _ x+1-2
g) lim B3x2 - log x) h) fim (Nx?+1 —Vx +2) i m———
x—3 -~

X — +0 X —> +oo

¢ a) Estudia su continuidad. En los puntos en los que no sea continua, in-




o Calcula los siguientes limites: .
3 N 3x 2 [3%+
c) lim |=——

x— 3L X

—x3 + 2x

e) lim (Nx?+2x — +x D lim :
X =340 x—o+0 X'+ 3
1 _ 2 e .
by &m |[———] D lim
x40\ + 2x]) e
o Estudia la continuidad de estas funciones:
5% g x<-1 ) ‘
4—x X __ six#0
a) flx) = 3 5 1=REQ b) flx) = X ‘
1 8i x=0

si x>0

o a) Halla el valor de m y n para que la siguiente funcién sea continua en R:

-2x—m si x<0
- | si 0<x<2

S =
nx—-5 & x>2
m y n que hayas obtenido en

b) Representa graficamente la funcién anterior para los v

el apartado a).

|x-5] si x<2 R ) ‘
x> estd definida en el intervalo [1, 3] y cumple que “signo de

o La funcién f(x) = 1=2% i

(1) # signo de f(3)", pero no existe ningtin ¢ € (1, 3) tal que f(c) =0 ;Contradice esto el teorema
y b4 ¢’ I 4 | J

de Bolzano? Justifica la respuesta,
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€ 2) Indeterminado
C) +oo
e) Indeterminado
20
)0

k) Indeterminado

© a) +o b) 2
&3 f) +eo
i) —o0 j) no existe
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b)

P 2 o

. 1
im — =0
x40 X

a)
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a) Indeterminado
c) +x0

e) Indeterminado
20

i) o0

k)0

m) +o0

n) 0

p) Indeterminado
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® 2)+o b) +@
f) —o0 g) +w

b)

c) +o

h) +o

i) Indeterminado

D) Indeterminado

c) +o© d) +w0
g V2 h) +o0
k)1 De

<)

N

lim (—x3) = -0
X —> +00

b) +w

d) +o

f) —o0

h) 0

j) Indeterminado
) —o0

n) +oo

o)1

q) Indeterminado

d) 0 e) +o

i) —oo

Pagina 7
@ 0 b) +o ¢) 2
© 2 ;71 2 o
Pagina 8
O a) +o b) +wo
f) +o0 2 1
2
© a0 b) +w0
Ho g eld
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

d) =2 e)+o fH-w
3
d)+o €0 fH V4
e d+o €0
2
h) +o i) +o0
e  del? eo
h) 1 et

€ @) Dado un n* &, podemos encontrar otro n¢ h

tal que si x <-h, entonces x2-1> k.

b)Dado € >0, existe h tal que, si x<-h, enton-

ces

2
X

2x2 + 1

-2

<E&.

c¢)Dado un n® k, podemos encontrar otro n® h

tal que si x <-h, entonces 3x -2 < —k.

O a) —©
el
D=L

2
m) +o0
p)—®
vl

2
x) e3/2

Pégina 11

b) -
H=1
2
Do
n) 0
q) +oo

u) —oo

y)1

)0
29
k) V3
f) —oo
N0
V) =00

2) 0

d) -
h) -1
DO
0)0
s) —0
w) 0

€ 2) Dado &, podemos encontrar §>0 tal que, si

1-8 <x<1, entonces

3
x—1 =




b)Dado &, podemos encontrar §> 0 tal que, si

1 <x <1+ 38§, entonces > k.

¢) Dado k, podemos encontrar §> 0 tal que, si

> k.
—x

1 -8 < x< 1, entonces

dDado &, podemos encontrar § > 0 tal que, si

1 <x<1+ 3§, entonces < -k,

e) Dado € >0, existe 8> 0 tal que,sil1-5<

<x<1entonces |(3x—1)-2| <&

f) Dado € >0, existe >0 tal que, si x# 3 y
3-8<x<3+08,entonces |2+ 1)-10| <&.

Pagina 12

29

Y D2 b0 2 dNoexiste €2 HO
4
" o 1
lim f(x) = —-
x—>-1 -
¢ No existe /lim f(x)
lim f(x)=2 x—-1
x—->-1
)
lim f(x) =3
x =0
. lim f(x)=3
lim f(x)=3 x=0
x>0
. < 3 3
lim f(x) = lim — e
x-51 x—1X+1 &
© a=-10
Pagina 13
O a5 b) 18
3 =
) lim [f(x)=-o0; lim [(x)=+w
x -4 X ——4*
d) 0 €) —w f) -2 21
h) e'4 i)e! =il
i
k) lim [(x)=-%; flim [f(x)=+0 |)_L
x =0 v —0"* 2

Pagina 14

€ 2) Continua si x # -1 y x#1.

; disconti-

Discontinuidad evitable en x =

nuidad infinita (asintota vertical) en x = 1.

b) Continua si x#-1, x#1 y x#2

Discontinuidades infinitas (asintotas vertica-

les) en x=-1 yen x = 1; discontinuidad

2

=

evitable en
¢) Continua si x # 1. Discontinuidad evitable en
x=1,

d) Continua si x # 2. Discontinuidad de salto fi-

nito en x = 2.
Pagina 15
€ a) Continua si x # 2. Discontinuidad infinita
(asintota vertical) en x = 2.
b) Continua si x # —1. Discontinuidad infinita

(asintota vertical) en x = —1.

¢) Continua si x # 0. Discontinuidad infinita en
x =10

d) Continua si x # —4. Discontinuidad evitable

en x = —4,

Pagina 16
aAa=1, b=1

b)a=-1/2

Pagina 17

5> 0;

o

a) f(x) es continua en (0, 2); /(0) =
f(2) = =39 < 0. Por el teorema de Bolzano,
existe ¢ € (0, 2) tal que f(c) =0; es decir,
J(x) corta al efe OX en x=c.
b)f(1)=1>0; f(1,1) =

x=1,1 se aproxima en menos de una décima

—-0,24 < (. Por tanto;

a la raiz que buscamos.

€ 2) Tomamos [(x) = cosx + x — 2, f(0)=-1<0
Jm) = m— 3> 0. Por el teorema de Bolzano,
sabemos que en el intervalo (0, ) existe una

raiz de la ecuacion dada.

€ /() no es continua en el intervalo 1, 1.

Pégina 18

€ ) Es continua si x# -2, x#—1 y x#2

Discontinuidad infinita (asintota vertical) en

x = =2; discontinuidad evitable en x = —1:

x=2

discontinuidad de salto finito en




b) lim f(x)=0; lim [f(x)=-om;
X —» —00 =

x—>-2
lim [f(x) = +®

x—-2

lim f(x)=-2; lim f(x)=1;
x—>-1 x—2

lim f(x)=2

x—>2*

lim [f(x)=2;
X — +0

lim f(x) no existe;
x—2

€ 2) Indeterminado b) 0

0 d) Indeterminado

¢) Indeterminado ) Indeterminado

© lim fO=1; lim f(xX)=1; lim f(x)=+0

X = - X =+ R ]
i . . . 1 " "
lim f(x) =—o0; lim f(x) = =5 lim f(x) =0
i x—3 &

x— -3 x—>0

O o b) —j Q<
1
d) +o0 e)0 )=
6
o d
g) +w h) +oo D7

Pagina 19

a) lim fx)=-w; lim f(x)=+w0; b)0 o)1
x—1 x—>1"

1 L : .
d)(—) 5 Do g e¥5 hyel i)+

a) Continua si x# 0. Discontinuidad de salto fi-

nito en x = 0.
b) Continua si x# —1. Discontinuidad infinita
(asintota vertical) en x = —1.

f} aym=1,

&b

n=4

b) ]

() J(x) no es continua en x = 2.

Pagina 20

Q=1

O r=-1

4
© (-1 =-2

O fen=2-

4

o= SR |
2 fO=7

Pagina 21

© a)Noesderivableen x=-1, x=1y x=2,
-1y
laterales distintas); en x = 2

x=1

hay puntos angulosos
no
esta definida.

b) No es derivable en x = 2, pues no es conti-

nua en ese [)lllﬂ().

¢) No es derivable en x=-1, nien x=1; hay
punto angulosos (derivadas laterales distintas).

d) Es derivable.

O f(2=0; f(0)==; f(3)=-1

0| =

@ 2 fAH)=-1; FAH =1

J(x) no es derivable en x = 1.

b) £ =2; £ =2
Como coinciden, y f(x) es continua en x = 1,
f(x) es derivable en x =1
S =2

y su derviada es

© La funcién no es continua en x = 2.

6
(x +2)?

© a) f1(x) = 6x b) f1(x) =



EJERCICIO RESUELTO

Halla los siguientes limites:

B e ——
Va3 —2x+1

x“ -3
a) = lim ——— c) lim
) x1 x—1 )x—>l x—1
i
e) lim (x+2)_, J
x—1

= (+0). Hallamos los limites laterales:

=—w
. . x(x+ 2)(x-2) .. X(x+2) 8
b) lim = lim = lim = = i
x—2 X°—Xx 0 x—>2 @-=2)(x+1) x—39 X+1 3
. 3 —2x+ 1 0l® . ” x(x—1)? . A
Q) lm ——————a= [— = lim . b NX =1
x—1 Va-1 0 x—=1 x-1)* x—1
(*) Hemos reducido a indice comun las raices.
d) Como es indeterminado, (+o0) — (+o0), efectuamos la operacion:
2 x-3 x-=1 1
lim |—— - = = lim = lim =-1
_\.,,1‘.\'— 1 (x - l)(A—-Z)' x—1 x—1Dx-2) x—1 X—2

€) Es una indeterminacién del tipo (1)**). Por tanto:

(x+2 1 -1
il E U F T T ok
o Calcula los siguientes limites:
= 3 —ox > x3-9x
a)= lim > b) fm ————
x—2 +x-12 x3 X+ x-12

S S 1
d) e) lim 9] =
x—0\ X
x+2 . %+ T\asl
g)= h) lim '—]‘ i) lim ‘*' J
x=2\ 4 x—>13x-1/
\/_ 2 \(7 +4 2
5 ; & 5 X +4-2
)= lim k) lim —\:‘ D
x> 1 x>0 x*

@ En j), k) y D uliliza el conjugado




1.7 CONTINUIDAD

e Una funcién f(x) es continuaen x=a cuando [im [(x) = f(a).
xX—=a

 Tipos de discontinuidad en un punto

@ Discontinuidad evitable

o e 8
a
lim f(x) = lim f(x) lim f(x)= lim f(x)
x—a x—>a* x-a x—at
Existe /im f(x), pero no existe f(a) Existe /im f(x), existe f(a), pero lim f(x)+# f(a).
X—a X—a xX—a

@ Discontinuidad de salto finito
Existen los limites laterales, pero no coinciden:

L= lim f)# lim fx)=1,
x—a x—>a' -

Algunos de los limites laterales (o los dos)
son infinitos:

lim f(x) =10 y/o lim f(x)=+x
x—=a x—a'

lim _f(x) = +0 lim f(x)=+0; [lim [f(x)=-»
xX-a x—>a x—=a'

@ No existe alguno de los limites laterales

0 Estudia la continuidad de estas funciones. En los puntos en los que no sean continuas, indica el ti-
po de discontinuidad:

<) d)




EJERCICIO RESUELTO

Estudia la continuidad de cada una de estas funciones:

x2=x x(x-1)

2*—1  six<0
D)= 2 7 "+ D(x-D) b)f(“')={ :

EY si x>0

REsoLUCION
a) Dominio = R — {2, 1}; f(x) es continua en su dominio.

Veamos los tipos de discontinuidades:
5 ; 7 x(x-1)
o Jlim f(x)= lim —————"—<=1%0
Wy 2 o2 @+ 2)(x-1)

Discontinuidad infinita en x = -2 (asintota vertical en x = —2),

g x(x—-1) x 1
o lim fx)= lim —————< = lim i
Py xa1@+2D(x-1) Ly1%x+2 3

Discontinuidad evitable en x= 1.

b) e Si x#0, f(x) es continua, pues estd formada por funciones continuas.

*En x=0:
lim f(x)= lim (2*-1)=0 ) ;
x—0" x>0 lim f(x)=0 ,
" x—0
lim f(x)= lim |x]| =0 ) )
x— 0 x—0 J{x) es continua en x =0
S =0

Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Estudia la continuidad de estas funciones. En los puntos en los que no sean continuas, estudia el ti-
po de discontinuidad

)

. x°—4 ” 1
a) (%) = ————— b) f(x) = ———
/ x2—4x+4 Y x2+2x+1
V=x-1 si x<0 —_—
2x2 + 8x )
1 1 : y v LA Sl X*x—4
o) f(x) = 3 si 0<x<1 df={ x+4

vl

»

»
I
|

x|  six>1




EJERCICIO RESUEL

Estudia la continuidad de esta funcion segiin los valores de a:

2_3x six<0
J(x) = x si O0<x<2
2x +a si x22

x

RESOLUCION

*Si x#0 y x#2 — f(x) es continua, pues estd formada por funciones continuas.
*En x=0:

m f(x) = lim (x2-3x)=0 oz 4
\.h,’,””*/ ” ‘.1;”{,, 2 lim f(x) = f(0)
’ 3 x—0
lim f(x)= lim x=0

> 0*

» ol J(x) es continua en x =

f) =0 0

*En x=2:

lim f(x)= lim x=2
X>Z x—2 " 2
Para que f(x) sea continua en x = 2, ha de ser:
i (x) = 7 2x =4 +
lim {/(.\) lim '(_.\ +a)=4+a D= deg =5 g=d
x—2 x—>2

fla)=4+a

e Por tanto, si a =-2, f(x) escontinua;ysi a# -2, f(x) tiene una discontinuidad de salto finito
en x=2,

o Halla el valor de @ y/o b para que las siguientes funciones sean continuas:

2 _ )
) =10 kess 1 ’ [A\'-’ —ax si x<1
a)f=|x+a si -1<x<50 b) flx) = | Y T e

edx si x>0




1.8 TEOREMA DE BOLZANO

TEOREMA DE BOLZANO

Si f(x) es continua en [a, b] y ino de fla) # signo de f(b)", entonces existe c e (a, b) tal que

Sle) = 0.

UELTO

Encuentra un intervalo de amplitud menor que 2 en el que la ecuacion x3 -3x +5=0 tenga
una raiz. Aproxima el valor de dicha raiz basta las décimas.

RESOLUCION

-3 — 3x + 5, que es continua por ser polinémica.

Tomamos la funcién f(x) =

Tanteando, encontramos que f(-3) = —13, f(-2)
Asi, f(x) es continua en [-3, -2] y signo de f(=3) # signo de f(-2).

Por tanto, aplicando el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ € (-3, -2) tal que f(c) = 0. La ra-
iz de la ecuacion es c.

Probando con valores decimales, obtenemos f(-2,3) = -0,267; f(=2,2) = 0,952.

Por tanto, podemos asegurar que -2,3 se aproxima en menos de una décima a la raiz que buscamos.

—3x2+5 corta al eje OX en el intervalo (0, 2).

0 a) Demuestra que la funcién f(x) =

b) Aproxima hasta las décimas una raiz de la ecuacién

0 Encuentra un intervalo en el que la ecuacién cosx+x—-2=0 tenga una raiz.

o La funcién f(x) = — toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [-1, 1] y, sin em-
g o

bargo, no se anula en él. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?




o Halla el valor de estos limites:

a) lim (5% -3x?)
X = +00
&) lim (3x -V e)
X — +o0o X —> +0
® lim (Va2 +x —2) h) lim
X —» +© X = +0

LIMITE DE UNA POTENCIA. NOMERO e

lim
X —> +0

c)

()
=

5—
0D lim Nx - logy x)
X —> +0 2

18y

(e -x

* En muchos casos se puede calcular el limite de una potencia sin mas que conocer los limites de

la base y del exponente. Por ejemplo:

(3 (o)
- = +o0

3x
ey

lim I e

X > +m

¢ Indeterminacién del tipo (1)**:

Si lim fx)=1y

X = +0 x

lim

> +0

lim [f(x)]8® = ¢ ) = 1) g
X—>+m "

lim
X —> +0

Por ejemplo:

o Calcula los siguientes limites:

5x -2 ‘1.\' +3

lim
> +o0

a)

lim b)
x— +1.‘ 6x +1) x

e)

2x + 4
3+ 2x)

lim
X =+

2

8(x) = +o00, entonces:

e

(In x)>—*

0 lim

X —> +00




1.4 LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO x —» -

DEFINICIONES

Cuando x — —0, podemos encontrarnos uno de estos casos:

W /im f(x)=1 <> Podemos conseguir que f(x) esté tan proximo a / como queramos, sin
oS mis que darle a x valores suficientemente “grandes y negativos”.

Dado &> 0, existe h (suficientemente grande) tal que:

si x<-h, entonces |f(x)-I|<e.

B /im f(x)=+x B /im f(x)=-x

X ——w0 X ——w

B /im f(x) no existe.
X —» —a0

S

"\

Las definiciones de lim f(x) =+ yde [lim
X —»—

f(x) =— son como las de x — +w, pero ponien-
X —»—0 0

0

do x <-h donde alli se ponia x> h (ver pagina 4).

CALCULO
Para calcular limites cuando x — —o, tendremos en cuenta que:

lim fQ) = Ilim [f(-x)

X = -0 X =+

EJERCICIO RESUELTO

Calcula los siguientes limites:

2x3 —3x%+ 1 V2x3 -3 —— 1)*
a) lim ———— b)) Um —— —— c) bim (Vx*-2 +x d) ltim (1- —
) x—>—0 5x%+2x-3 ) xaom XoH1 ) .\'—)—‘t‘( ) ) xﬂ—'t( x)
RESOLUCION
Ined e Yned
a) lim # = lim % = = —00
x-0 IXCH+2x =3 x5 o 5x°

no existe, pues el radicando, 2x” - 3, toma valores negativos cuando x — —oo.

b) lim
x-w X°+1

o lim (Nx*-2 +x)= lim (\: —x) =+, pues Vx*—2 es un infinito de orden superior
e X —> +0
que x.
[ 3 \—x [ \X}-1
- 1\ e | 1536 - R 1
d) lim (1- = = lim |1+ = = lim [1+=]| =el==
¢ w0 X X —> +wol X/ X —> +0 X/ e




0 Aplica la definicion para cada una de las siguientes expresiones y representa cada resultado:

=2 ¢) lim (3x-2)=—tw
X — =0

a) lim (x*-1)=+w b) lim
x> X —>

6 Halla el valor de cada uno de los siguientes limites:

5 1 {
a) lim |zx3- + 1 b) lim |2x+
x—-0\d X — —0 ¢

(x + Dx—-3)

d) lim o) e) lim £
2oy X2+ Ax—2 PG R
h m ——= i
x——0 (x + 1)°
: . V3x+4
D lim k) D lim =
X —> =0 X —» —00 =
. - 2x X »
m) lim l =X £ ) lim (3*-x%
x>0 132 2+ 1 oy
. log (-x) —
0 iim ——— p) lim (n(x?) + x3) qQ lim (Vx"+3 +:
X = X 27 X — -0 X - —x
" —— ———\ .
D lim (WM1-x -V2-x) s) lim |— + |
X —p <00 X —> =0

w) lim (2x + \x

X —> -




1.5 LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. DEFINICIONES

B /im f(x)=+w <> Dado unnimero k, podemos encontrar otro niimero &> 0 tal que:
X—=cC

Si c-8<x<cg, entonces f(x)>k

< Dado k, podemos encontrar § > 0 tal que:
Si c<x<c+3, entonces f(x)>k

B /im [f(x)=- < Dado k podemos encontrar § >0 tal que:
R Si c-d<x<c entonces f(x)<-—k
C

\

B /im f(x)=-w <> Dado k, podemos encontrar § > 0 tal que:

‘ frn Si c<x<c+3, entonces f(x)<—k
c
\ i
B /im f(x)=1 < Dado & >0, podemos encontrar un & >0 tal que:
| X

Si c-8<x<g¢, entonces [f(x)—/|<eg

B lim f)=1 < Dado & >0, encontramos & >0 tal que:
&= Si c<x<c+3, entonces |f(x)-I|<¢g

B /im f(x)=1 < Dado € >0, podemos encontrar 8 >0 tal que:
R Si x#cy c—-8<x<c+3d, entonces |f(x)-I|<¢

<> Existen los limites laterales y coinciden:
lim fx)= lim f(x)

X=rc x—c*

0 Aplica la definicion para cada expresion y representa cada resultado:

5 2 3 e 3
a) lim b) lim =— = 40 c) lim 2 = +00
x=1 -1t X—1 x—1 —%
d) lim 2 _ - oo e lim (Bx-1)=2 ) lim x*+1)=10

xo>1 1-x x> 1 x—3




1.6 CALCULO DE LIMITES CUANDO x — ¢

EJERCICIO RESUELTO

Vx -2 si x<3
Dada la funcion f(x) = (x?> -8 si 3<x<4, ballalos limites de f(x) en0, 3, 4y5.
2% si x>4

ResoLucion

En x = 0: El dominio de f(x) es [2, +). Por tanto, no existe /[im [f(x).
x—0
En x =3: Hallamos los limites laterales:

lim fX)= lim (Wx=2)=vV3-2 =1

ey FS Lolim f(x) =1
lim fG)= lim (x*-8)=9-8=1 | *—3
x—3* x—3* J

En x =4: Hallamos los limites laterales:

lim f(x)= lim (x?-8)=8

X =>4 x4
. . - . No existe lim [f(x)
lim f(x)= lim 2*=16 % ﬁH'/
x4 x—>4"

En x=5: /im f(x)= lim 2*
x5 x—5

L}
W
(S

0 Halla los siguientes limites en los casos en los que sea posible:

oo | 4 1 . xZ+x 2 e aris
a) lim |x*- i.\' ki b) lim c) lim V4x+2
x—>-2\ 2 4 x>0 3x+1 x—1/2
2 o ” . log(x+ 1)
d) lim N1-x e) lim (1 + cos x) £ lim L"‘
x—2 x>0 x—=0 &

2% si x<-1
0 Halla los limites de f(x) = {x+3 si-1<x<0 en x=-1, x=0 y x=1.
)

R i E>
>+ Si X 0

o Halla el valor de a para que exista fim f(x), siendo:

x—-3

) :\5 si x>-3
x)={

x2+a si x>-3

£




1.3 CALCULO DE LIMITES CUANDO x — +

COMPARACION DE INFINITOS
Dadas dos potencias de x, la de mayor exponente es un infinito de orden superior:

> 3x5 5
lim = +o0; lim
X = +0 2x X = +0

= 2%
lim —=5 =0
x—> 40 X

Dadas dos funciones exponenciales de bases mayores que 1, la de mayor base es un infinito de or-
den superior:
cx +9

lim T = 0 lim s e 0
X—>+0 & X = +a0

Cualquier funcion exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a cualquier
potencia:

- 1
lim

— o = ton;
x =+ 300x7Y

Tanto las funciones exponenciales de base mayor que 1 como las potencias de x son infinitos de
orden superior a cualquier funcién logaritmica:
_ 2 > In x
lim —— = +o0; lim —— =0
x—+w lOg X x—+m X

Si en una suma hay varios sumandos infinitos, el orden de la suma es el del sumando de mayor or-

den:
lim  (6x3+ 2202 -2x) = lim (6x3) = +w
X —> +0 X —» +©
lim (-2x5+3%)= lm 3*=+w
X = +0 X =y +0

0 Teniendo en cuenta los resultados anteriores, calcula:

s 2
. Vx* 2 3% o x*
a) lim — b) lim —=— c) lim
x—>+0 Vx x—+0 X7 x—>+o log x

: log x* r 2x+1 5 -
d) lim —=—— e) lim £ lim (x3+
x>+ X x—+n log x X > +o

g lim (NxT=3x - h) lim (3 -log,x) D lim (n(x+1)-2x3
X >+ X —> +o0 - X+
COCIENTE DE POLINOMIOS
P o= i) (aXIEE o
RS Ox) (- o AP
e Si grado de P> grado de Q (m > n), entonces lim [f(x)= o !cl signo es el de 1]—’ h
X > o 7]

e Si grado de P < gradode Q (m < n), entonces lim [f(x)=0.
X —> +0

a

]

e Si grado de P =gradode Q (m = n), entonces lim [f(x) b
X = +20




Q Calcula los siguientes limites:

3 ) g
- ix? + 8x~ + 2x . ... (2 +1)2x—3)
a) Hp =——S TEN b) lim o lim —————=
x=+n 3xt+2x-1 X+ ) X =+ + 4x
. 3 —2x 2 . .
d) lim ——— e) lim £ lim

x—+m 3x +4

x— 40 (x — 2)?

COCIENTE DE OTRAS EXPRESIONES INFINITAS

La regla utilizada para el cociente de polinomios es también vilida cuando hay expresiones con ra-
dicales. Por ejemplo:

5 1)
= +o0 (pucs —
3 o
g2 2% »
———— c) lim :
x40 V4x— 1 x—+n Xt x—+m V9x + 2

- 3
D lim o

X =+

DIFERENCIA DE EXPRESIONES INFINITAS

[. Si apreciamos que las expresiones cuya diferencia se nos propone son infinitos de orden dis-
tinto, podemos atribuir, directamente, limite +o o —oo (ver pigina anterior).

II. Si podemos efectuar la operacién, la hacemos y después calculamos el limite; por ejemplo:
E 3x2-1  6x—1) 0 %=1

lim {—; -——|= lim —— =
x40\ X +1 2 x40 2X +2

(SN

Ill. Si hay raices cuadradas en el minuendo, en el sustraendo, o en ambos, multiplicamos y divi-
dimos por el conjugado; por ejemplo:

= - V4x2+1 -=2x)(Vdx2 +1 + 2x .
lim  (NdxZ+1-2x) = WVdx® +1 - 20)(V 4x 2) _ im
X —> +0

V4x?+ 1+ 2x X —> +0







