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Resuelve

Piensa y encuentra limites

1 Utiliza tu sentido comin para asignar valor a los siguientes limites:

a) lim x% Ilim x3 Ilim (x3-x?) b) lim x% lim x3 Ilim (x3-x?)
X —> +00 X =+ X — +00 x—>—00 x—>—00 x —>—00
o lim x% lim x3 lim (x3-5x+3) d) Iim L; lim L; lim X
x—2 x—2 x—2 x>+00 g7 x>+0 427 x—toe 42
e lim l; 7 Lz; lim zx ) lim l; lim Lz’ lim 2x
X—>—0 x X —>— X X —>— X +1 x—0 x x—0 X x—0 X +1
) X . , x3—5x2 h) l/ X . , xz
g — 4+ 00 2 > ) 2 _1)12100 2 > —S _—o0
X4 gl ] 0 X x+1 x x“+1 % 3x+5
a) lim x?=+oo; lim  x3 = +oo; lim (x3—x%) =+o00
X —>+0o X —>+oo X —>+o0
b) lim x?%=+oo; lim  x3 = —oo; lim  (x3—x2) = —oo
X —> —oo X —> —oo X —>—oo
o) lim x?=4; lim x3=8; lim (x3-5x%+3)=-9
x—2 x—2 x—2
d lm L-o lim L -0, lim -0
X > +oo x X —> + 00 x2 X —> +o00 X2+1
e) I L=O; lim L=0; lim =0
X—>—o x X —> —oo x2 X —> —oo X2+1
£) lim L=+c><>; lim L=+<><>; im =0
x=0 x x>0 52 x>0 x241
3 3 .2
g) ll/m éx = + oo} ll'm XZJ = +o00
X —> +o00 X +1 X —> + oo x +1
3 2
h) /lim X oo lim X
x>-e 3241 x—==e 3x+5

2 Tanteando con la calculadora, da el valor de estos limites:

a) lim €%
x—0 X

b) lim (x—3)-In(x-3)
x—3
2x
c lim <1+i>
X — +00 X

a) lim X -
x—0 X

b) lim (x—3)-n(x—3)=0
x—=3

2x
o lim <l+i> = ¢® ~ 403,43

X —> + o0 X
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1 Describe mediante un limite cada una de las siguientes ramas:

a)

/

L~

-1

b)

2

d

/

) dim ) =15 lim f) = e

b) lim fx)=—o0; lim f(x)=2

O pn f0)=vess lpm f() = e

d) . Lz)qzw f(x) no existe; . éffw f(x) no existe

©

d)
TR

2 Asigna _lim 'y lim  acadauna de las siguientes funciones conocidas (dibuja esquematica-
x — —00 x — +00

mente su grifica):
a) f(x) = x2
d) f(x) = >

A o @) = +es

lim  f(x) =+

X —> +o0

Y

[N I N e e )

b) f(x) = —x2
e) f(x) = sen x

o) flx) = x3
f) flx) =1gx
b) xil’i’i’loo f(x) = —o00
A S0 = e
1 Y
-4 -2 2 4 X
~2
=4
6
=8
d) xil’n—/loo f(x) = +00
i [ =~
6 Y
4
2
—4 -2 2 4 X
2
4




e) . én_fzw f(x) no existe

. grizm f (%) = no existe

2
JARN

Y

26 4 2
_5)

f) xé’n_/zw f(x) no existe

. gnfm f (%) = no existe

6
4

|
|
|
|
|
|
2
|

|

Y
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Piensa y comparte en pareja. [El alumnado podrd compartir sus argumentos para trabajar

esta estrategia].

Dibuja, en cada caso, una funcién que cumpla:

B lm &) =4, lim f&)=-c
b) lim_ f&) =3, lim_f&)=3
O fim f) =, lim f@)=-o

d lim, £) <=

a) p

N
2

Y

N

lim_ f(x) = +oo

6 4 2
=2

—4
-6

=6 =4 -2

-4

-6

b) JY
2
X
6 4 2 46
2
d) oY
4
X
6 4 — b 4 6
2
-4
-6
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4 Describe con limites las siguientes ramas:

s N A/ C’/)ﬁmy/

a) lim | f(x)=—oo;

A f @ =5 B S = e
x/i’%_f(x)ﬂoo; xli’)r@f(x):—oo; i f(x) = +eo
b) fom f()=—cos lim f()=15 lim f(x)=—cos lim f(x)=+eo
Q) tim  fO)==cos lim f(x)=+eo; lim flx)=—co; lim fx)=—co; lim f(x)=3

5 Representa una curva que cumpla las seis condiciones siguientes:

i f@) =4 lm f)=—co Um fx)=—co

g’i’m f(x) no existe

X

xé)";_ f(x) T xli>n§+f(x) -

b
&
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=3, aplicalo que acabamos de ver para calcular h en funcién de €.

) , 3x—-20
1 Sabiendo que . ﬁ’i’w x—100

Averigua después para qué valor de h se verifica que «si x > h, entonces |f(x) — 3| < 0,01».

3x —20

3x — 20 — 3x + 300
~ 100 <0,01 —»

| F(x)-3]<0,01 — =100

-3(<0,01 —

x —100 x —100 0,01

280 ‘<0,01 B 280 901 — 280 . 100 — x>28100

(*) Para valores grandes de x, la fraccidn es positiva y se puede quitar el valor absoluto.

El valores h = 28100.
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2 Define, acompaiiado de un dibujo, los siguientes limites:
a) lim  f(x)=—co
b)  lim | @) = +es
) lim fx)=—c
&) lim f) =

Dty f -

Dado un nimero 4 (arbitrariamente grande), podemos encontrar otro nimero 4 (tan grande como
sea necesario) tal que si x> 4, entonces f(x) < —k.

ol” ™\ b

b) xiz)’@w fx) = 400

Dado un nimero # (arbitrariamente grande), podemos encontrar otro nimero 4 (tan grande como
sea necesario) tal que si x < —4, entonces f(x) > k.
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) lz’m+f(x) =—o0

Dado un niimero # (arbitrariamente grande), podemos encontrar un nimero 8 > 0 tal quesi 8 <
x<c+9, entnces f(x) < —+.

cc+d 0

d) xl@r f(x) ==

Dado un ntimero /4 (arbitrariamente grande), podemos encontrar un nimero 0 > 0 tal que si
c—0<x<c+d, entonces f(x) <—+.
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1 [La respuesta clara a las cuestiones planteadas requiere que el alumnado trabaje la destreza
expresién escrita de esta clave].

Todas estas propiedades que acabamos de presentar son muy sencillas y razonables. Y se pueden
enunciar en los siguientes términos:

1. El limite de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus limites.

Haz otro tanto con las propiedades 2 a7 y reflexionasobrelas restricciones que seimponen en algunas
de ellas, de modo que las veas razonables (por ejemplo: ;por qué & = 0 en la propiedad 42, ;por qué

f(x) >0 enlapropiedad 52, ...).
2. El limite de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de sus limites.
3. El limite del producto de dos funciones es igual al producto de sus limites.

4. El limite del cociente de dos funciones es igual al cociente de sus limites, siempre que el limite del
denominador no sea 0 (para que no se produzca una division entre 0).

5. El limite de la potencia de dos funciones es igual a la potencia de sus limites, siempre que la base de
la potencia sea positiva (para que tenga sentido la potencia de exponente real).

6. El limite de la raiz de una funcién es igual a la raiz de su limite. En el caso de que la potencia sea de
indice par, ademds, la funcién debe ser no negativa (para que se pueda hallar dicha potencia).

7. El limite del logaritmo de una funcién es igual al logaritmo de su limite (para que tenga sentido el
limite y el resultado, es necesario que tanto la funcién como su limite sean positivos).
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2 Si, cuando x — +oo, f(x) — +oo, g(x) > 4, h(x) = —co, u(x) — 0, asigna, siempre que puedas,
limite cuando x — +oo a las expresiones siguientes:

Af@-h®  bfE If@+hx  dfE* &) f®) - hx)
£) u(0)*® 8) f(®)/h(x) h) [~ (x)]*@ i) g™ j) #(x)/h(x)

k) f (x)/u (x) ) b (x)/u(x) m) g(x)/u(x) n)x + f(x) f) f (0@
0)x+ h(x) p) h»*™ Qx* D) f2x) +h2x)  s) f2x) - b (%)

A lin ()= h() = veo = (com) = vom+ o0 = 4em
b) lim_ f ) = (re0)'™ = voo

o lim (f()+h(x))=(+e0) + (—e0) — Indeterminacién.
d) i f() = +eo™ = voo

O lim (f@) - h() = (reo) - (o) = —n

£) lim u()*Y=(0)© — Indeterminacién.
X —> +oo

, fx) _ (+00)
8 . e T )

— Indeterminacién.

h) dim b)) < [ree] = = 0



i) lim g(x)}’(x) =4>=0

X —> +oo
N 4 CO
UL hx)  —oo

k) lim SO _ seo

e e o)

/ h(x)—_‘x’ = +o0
Ve

80 4
R NTE R O

n) lim (c+ f) = +oo + (roo) = +oo

§) i f)0 = (re0) = =0

0) . é)r:zm (x+ h(x)) = (+00) + (—o0) — Indeterminacién.

p) xé;rifzw h ()" = (—o0)™ — No existe.

q) xé?/-’;loo X_xz (+°°)_°° = ? = O

0 o (F20) + h26) = (oo + (o) = ven

s) xé@w (f2(x) = h2(x)) = (+00)? = (—00)? = (+00) — (+00) —> Indeterminacién.
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1 Para x — 4 se dan los siguientes resultados:
fx) = +o00, g(x) >4, h(x) > —o0, u(x) >0

¢Cuiles de las siguientes funciones son indeterminaciones cuando x — 42 En cada caso, si es inde-
terminacion, di de qué tipo y, si no lo es, di cudl es el limite:

a) f(x) + h(x) b) £ (x)/h (x) o fx)™*® d) f (%)@
e) f(x)*® £) u ()@ g) [g(x)/4]/® h) g ()@

a) lz;m4 [f(x) + h(x)] = (+o0) + (—o0) — Indetermninacidn.

— Indeterminacién.

Cf®) e
b) S T e

) x[z’_;;n4 F)™® = (+00)+*) = 4oo

9 xllZZZ f(x)b(x) = (+00) = 0

€) lz'm4 f(x)u(x) =(+ °°)(0) — Indeterminacién
x—

b o, 1 (@) = (0)°%) = 00

g ]f o
4

= ()**) — Indeterminacién

/ &) Z (4)+°0) 4 oo
h) xlﬁfﬁ 2(x) (4) +



5 ) COMPARACION DE INFINITOS
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1 Indica cudles de las siguientes expresiones son infinitos (+o0) cuando x — +oo:
a) 3x5—‘/; +1 b)o’sx
d) log, x e x31+ N
g 4* h) 47*

Son infinitos cuando x — +o las expresiones a), ¢), d), f), g) e i).

No lo son las expresiones b), ¢) y h).

2 a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:
logyx Jx x* 3x5 1,5 4*

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

log, x 5 Vx
lim 82 lim 3% lim
X —>+00 I x—>+o0 2 xS+e0 ] gx

a) 45 1,54 3x°; x% x; logyx
log, x

)iy 25 2
5
lim 3L=+°o

X —> +oo xz

10

c) -1,5*
f) Jx
i -4
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1

Rastreador de problemas. [La resolucién del ejercicio planteado se puede aprovechar para
trabajar esta estrategia de pensamiento].

Sin operar, di el limite, cuando x — +o, de las siguientes expresiones:
a) (x2 - 32x+1) b) (x% - 2%)

O Ix?+1-x d) 3+ -2

) 55— Yx8 -2 f) Jx — logs x*

a) xéffl (x —«/2x+1>:+oo b)xé;i’iioo(xz—zx)=—°°
oty (5T 5) = 1o Oty 629 = 1
e) xé;rizm (5~ 3x®—2) = 4o f) xé;rizm (Jx — logs x4 =

2 Calcula el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

a) 3x3+5 4x —-x ) x> _x
x+2 x-2 2x2+1 2
2

g x> _x=2 d) Vo2 +x -2+ 1
X

e) 2x— YxZ+x f) x+1-yx+2

3345 4d—x) . (B2+5)(x—2)— (4’ —x)(x+2)
2l (x+2  x=2 >_xé>n+1°° (x+2)(x—-2) -

X —> 400

3x% — 6x% 4 5x —10 — 4x* — 8x7 + x% + 2x _

:xgrfoo X2—4
I w145 4 x4+ 7~ 10 _
X —> +o0 x2_4
3 3_ 2 3 3
b) lim ( 3; —£> = lim 2x x(22x +1) = lim W: lim ;x =
x 2x*+1 2] x=re 2kt 1) X e 4x” +2 XA hxt 42
O lim <3x+5_x2—2>: lim 3x2+5x—2x2+4: lim x2+5x+4:+(>°
X —> 400 2 X X —> +oo 2x X —> 400 2x

i (\/x2+x—«/x2+l)<\/x2+x+\/x2+1>
im =
X Vxt v x e x4 1

W rx—xt—1 , x—1 1 1

= lim = =
x_Hoo Ul exryxd+l T Yl xadnter 1112

e) lzm (2x—m)= lim <2x_m)(zx+m> -

—> o0 X —> +oo

d) xé;rizoo («/x2+x—«/x2+1>

n



(«/x+1—«/x+2><«/x+1+«/x+2> _

0 b, (el =) = dim,

x+l-x-2
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yx+1 +yx+2
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lim —=1
x‘”“’ dx+1l+yx+2 ¥ JYx+l+yx+2

3 Halla los siguientes limites cuando x — +oo:

X 5x
L 1
a) <1+ 5x> b) (5+ 5x>
5 X
5
o1 ] o (1:3]
5x
2 1
g)<5+x> h)<1 x)
X 5x 15
a) lim <1+L) = lim <1+L> _ 15
X —> too 5x X —> too x
1 5x (res)
b) xé)moo <5+§ =(5) =+ o0
1 —5x e
) lim_ <5+5x = (5)0>) =
1 ° 5
d)xé)@m<l+§) =1 1
e) lim <1+2> =¢
X —> +00 X
£) lim <1+2>_ =™
X —> 400 X
5x
9 i (53] <t - ies
5x
by lim (1_l) e
X —> +o0 X
—5x
i) lim <I—L) =’
X —> +00 X
4 Calcula estos limites cuando x — +oo:
3x-2 4x
a) <1+l> b) (1_L>
x 2x
5 3x
3 _1
d)<1+2x> e) (1 2x>
3x—-2
a) lim <1+1> =3
X —> +o0 X
-2
1 4x ) 1 _2x B
0 (1-30) = (1) | -
. 3 X 5x 3/5 s
c) xé}ﬂfw<1+§) :xéfflw (1+5_x) =e
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X —> +o0 2x
-3/2
3x —2x
e) lim <1—L = [lim [(1+ 1 _ 32
X —> +00 x X —> +00 _2x
S5x 1 5x/2 2
f) xgrzloo<l+x> =xé>7illoo ( * x/2) =
Pagina 225

5 Resuelve estos limites aplicando la regla anterior. Después, resuelve también uno de ellos dando
todos los pasos:

3x+5>5x_3 b) lim (:«73—3x+2>2x_1

xé)’izw(gx_l X —> +00 x3+x2

5x—3
a) Sea /= Ilim (3X+5)

X —> +o0o 3x_1

a)

Como lim X3 _ 1y lim (5x=3)=+eo, | esdel tipo (1),

x—+eo 3x — 1
Aplicando la regla:

lim (L*Sq).(s;c-a) I (L) _
[:€x~>+m 3x—1 :€x—l>r¥m 3x_1 (5x 3):510

3 2x—4
b) Sea /= lim (M)

X —> +oo x3+x2

3
Como lim X =3x+2 4 vy lim (2x—4) = +oo, [ esdel tipo (1)),
X —> +oo 3 2 X — +oo
X7+ x
Aplicando la regla:
lim X3—3x2+2_1).2x_4 lim (—x2—3x+2)4 o
[= (,’XHW( K2 ( ) =7 P @ 4)= 6‘72

Resolucién de los limites dando todos los pasos:

5x—3 5x -3 5x -3
a) lim <3x+5> =()%=) = fim <1+ 6 ) = lim (1+ 1 ) =

x—+oo \ 3 —1 X —> +o0 3x —1 X —> +00 3x—1
6
6
Bl 6 sy 52113 1.(5x—3)
= Iim |1+ 1 6 3x-l = Ilim 1+—1 6 =¢l0
X —> +o0 3x —1 X —> +00 3x -1
6 6



b) lim (

X —> +o0

lim
X —> +oo

lim
X —> +oo

X0 —3x+2

3

X7+ X

1+

1+

X +X

x?—3x+2

1
3

x7 +x
x*—3x+2
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2x—1 5 2x -1
) :(1)(+oo): lim (1+M> -

3 2

X koo X7 +x

3 2 2
2% —1 ;c + X L= —3x+2.(2x_1)
= lim 1+ 1 " —=3x+2 X+ x _
X —> +oo x3+x2
2 —3x+2

2
—x"—3x+2
3 2 =55 -2x-1)
X7+ x X7+ x

% —3x+2 )

14
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1 Sin operar, di el limite cuando x — —co de las siguientes expresiones:
a) x2-32x+1 b) x2 + 2%
o) x2-2% d)x2-2*
€) 27 -3 f) {x5-1-5
g) 2% — x? h)x2 - Jx*-1
i) 3x+2 —x? j) 3F-2*

a) xé%_/zw (x2 = 3/2x+1) = 400 — (—00) = +00 + 00 = +00 b) xé’n_/zw (x2+2% = +o0

c)xg@w(x2—2x)=+oo d)xé;@w(xz—f"):—

e) xiz’rzzoo 2%-3%) =—-0o0 f) xiﬁfloo (Yx° =1 — 5% no existe
g lim (2%-x?)=-o0 h) dim (P = Axt=1) = -

i) xé@w(3x+2—x2):—oo i) xé;”fw@_x_z_x):*'”

2 Calcula el limite cuando x — —co de las siguientes expresiones:

35345 4ad—x %3 x
2) x+2 x—2 b) 2x2+1 2

Q) Vxt+x—Yx?+1 d)2x+ Vx* +x
2x
e Va2 +2x +x f) <l+i>

5x+3 3x-1
_l> h (M)
g)< x ) x2+2
, 3x3+5_4x3—x>_ , (—3x3+5_—4x3—x>_
2 xé>7?°°< x+2 x—2 _xéﬁioo —x+2 -2 )
- lim 3xt —5x 4657 10— 4xt + %+ 8x° — 2x - lim 14 + 22— 7x 10 _
T xSeo X2—4 xS .X'2—4 )

3 3
b) lim ( X ﬁ) = lim =X X Ly D22 AX g, X -0
X —> —oco 2X2+1 2 X — 400 2x2+1 2 X — 400 4X2+2 X —> +o0 4X2+2

2 2 2 2
O lim (VPex—x>+1)= lim (x*—x—x*+1)= lim (W —x =+ ) (a? —x + YxP +1)
X —> o0 X = +o0 X = +oo m+m

x—x—x>—1 —x—1 -1 1

lim -1
S O vy SR Gl e R T
[2 [2
d) lzm (2x + Yx? +x)— lzm (2x+4x*—x) = lim (22 + 4" — ) (2 — Nx” — x) =

X = +oo
* —2x—«/x2—x
4x? — x% 4 x , 3x% + x

= [z’m —_— = /zm ——F—— =—

R x—xt—x YT 2w —yxt—x

15
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2 2
e lim (Wx*+2x +x) = lim («/x2 —2x—x) = lim («/x —2x — x) (\/X — 2x + X) _
X —> —o0 X —> +oo X —> +0o /x2—2x+x

3x—1 —3x -1 lim (xz—x—l )
_ , PV xSt || == —1]-(-3x-1)
h) lim (x = ) = lim (F5% 1 =e 42 =
X | xt 42 X x“+2

lim *"*3_(,3,6,1)) lim M
o ( 212 =€x_> K42 =€3
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1 [El alumnado, por grupos, puede analizar los pasos a realizar para hacer el cdlculo correcta-
mente].

Halla los siguientes limites:

a) lim 3*2% b) lim 2 _5x+4

o) lim (3 - sen2x) d) lim e3*+4%
x>0 x— -1

a) lim 3+2x =7 b) lim x*—5x+4 =2
x—=2 x-3 x—=5

c) lim (3—sen2x) =3 d) lim e¥+i-e
x—0 x— -1

2 Halla el limite cuando x — 5 de las siguientes funciones:

2%, x<5
b) g(x) = (x-1)2
2

x*-5x+1, x<5

D) f&) - {x_ p

x>5 , x25

a) lim (x*-5x+1)=1
x—5"

lz'n% (e—d)1 — Los limites laterales coinciden y xlz’_;)ns flx)=1.
x—5*

b) lim (2¥)=32
x—5"

C o1)? — Los limites laterales no coinciden y no existe x[z_r)ns f ).
lim =8
x—5"*
Pagina 230
3 Calcula los limites siguientes:
3 2 3
a) lim x —22x +2x+5 b) lim ;c —52x+1
x=>-1  x*_6x-7 >4 x° +2x° - 3x
3224 2x+5 5, erD)(W=3x+5) . x*_3x45 9 9
Y xéﬁl X2 —6x—7 _x[i>m—1 (x+1)(x=7) _xliﬁl x—-7 -8 8

3
b) [z'm X —5X+1 _ 45 _ 15

x—4 x3 4 2x2 — 3y N 8—4_ 28
4 Calcula los limites siguientes:

a) lim M b) lim 47 V2% —x
x—-3 3/x3+3x2 x—1 /x2+x_2

2 3 3 3
a) lim @z lim 6 w _ 6D 4(96+3) 0
x— -3 3m x—-3 x (x+3)2 X3 X
l/ .
o N —x / x(c—1) (x +1) , x(x+1) - S () noexiste
b) lim === = Ui A = lim 4 . N ,
U Pex-2 I Ve -7 22 Vx+2)? (0 -1) im ()= we
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2
5 Calcula: Lm (x —5x+2_x3+2x+1)

x— x* +2x B +x

lim (x2—5x+2_x5+2x+1>: I (x2—5x+2 Oa2xl | _

x>0\ x%42x X+ x x>0 | x(x+2) x(x*+1) B

g GNP =5x ) = (04 2) (0 + 20 41) _
¥ 0 x(x+2) (x> +1)

- lm x4—5x3+2x2+x2—5x+2—x4—2x2—x—2x3—4x—2 _

x>0 x(x+2) (2 +1)

. T e 10x _ g x( T ex=10) . 7k sx-10 _ 10 __

20 x(r2) (P +1) 0 x(x+2)(xE+1)  *20 (x42)(xP+1) 2-1

x+1
2 x-7
6 Calcula: Iim (ﬂ)
x—7 x-3
x+1 5
_ , x"—T7x+4 x+1
lim (M 7 :g/%l( -3 ")'ﬁ -
x—=7 x—-3
(P —8xe7 x+1) =7 -1 +1)
_exll—r>”7< x—3 x—7 =€xlz>ﬂ7 (x=3)(x=7)
, (x=1)(x+1)
:ex@? (x-3)  _,12
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O D UNA POTENTE HERRAMIENTA PARA EL CALCULO DE LiMITES
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1

[El alumnado puede utilizar los ejercicios resueltos anteriores. Para aprovechar esta ayuda
deberd trabajar la dimensién productiva].

Hallar los siguientes limites aplicando la regla de L'Hépital:

3 2 —X

, X2 +2x" +x , e +x-1

o lim sen x (1 + cos x) d) lim & —e*
x—0 X CoS X x—>0 senx

e) lim (cos x + sen x)11* f) lim (1-21%
x—0 X —>+0

2 — —

g) lim (3229 h) lim X =9-%

x—>2 x—5 x—5

= lim

3 2
a) lim x7+2x° +x _ (g) 5
x=>-1 3521 25— 1

x>l Py x?x-1

B3x? + dx + 1 =<g> _ gy Gxtd

=2
0 x—>-1 6x+2 -4

1
2

o ex—1 _ (0} _ ., —+1 _(O)\_ ., e _1
b)x[Z”O 2 _(0)_::[@0 2x _(0> xlz_7>n0 2 2

O lim sen x(1 + cos x) _(0)_ 1, cosx(1+cosx)+senx(—senx)=2
x—0 X cos x 0 x—0 cos x + x(—sen x)

X _ X , X —X
d) lim €= _(O) - [y £xe”
x—0 senx 0 x>0 cosx

)I/x

e) Para poner lz’mo (cos x + sen x en forma de cociente, tomamos logaritmos en f(x) = (cos x + sen x)Vx,
x—

lim (In[ f)]) = lim (iln (cos x + sen x)) = lim M:(Q> =
x—=0 x—0

x—=0 \ x X 0

Iim (—sen x + cos x) [ (cos x + sen x)

_ 7 _,1_
=1 — xlznof(x)-e =e¢

x—=0 1
1-2Y (o 2V (1) 2
0ty =2ty L2 () - gy ZEUb2
X +oo X +0o X X +0oo _lx

_ ; 1/x _ _ l
—x/_z;f;zm (2Y) ln2)==ln2=In 5

g) Para poner [z’_7>712 B-x% *®=49 en forma de cociente, tomamos logaritmos en f(x) = (3 — x)Z/(xz -9,
(33 -
) _ 2mB3-x) _(0)\_ , 3-x _-1
Jim ([ f(OD) = lim) 39—_4‘(0)_95[1—1%2 2 2
2x

(2 2
h) /l'm X —_9—4 _ <g> _ /l'm 2 X —9 _ 10 _ 5

x—5 x=5 0 4

x5 1 2/25-9 4
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1 Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales tenga una raiz la ecuacidén siguiente:
2x% — 1452 + 14x-1=0
Busca los intervalos entre —4 y 3. Comprueba que f(1,5) <0 y tenlo en cuenta.
Consideramos la funcién f(x) = 25— 14x? + 14x— 1.
Tenemos que f(x) es continuaen IR y que:
f(=4)=231>0
f(=3)=-7<0

f(1)=1>0
f(1,5)=-1,375<0

f(0)=-1<0
f(1)=1>0

f(1,5)=-1,375<0
f(2)=3>0

} Hay una raiz en (-4, -3). } Hay una raiz en (0, 1).

} Hay una raiz en (1; 1,5). } Hay una raiz en (1,5; 2).

2 Comprueba que las funciones e*+ e™*—1 y e*—e™ se cortan en algiin punto.
Consideramos la funcién diferencia:
Fix)=e¢*+e™ —1—(e¥"—eM)=e +e¥—1—-e"+e¥=2e"-1
F(x) esuna funcién continua. Ademads:
f(0)=1>0
f(1)=-0,26<0

Por el teorema de Bolzano, existe c€ (0, 1) tal que F(c) = 0; es decir, existe c€ (0, 1) tal que las dos
funciones se cortan en ese punto.

} signo de F(0) = signo de F(1).

3 Justifica cudles de las siguientes funciones tienen méximo y minimo absoluto en el intervalo co-
rrespondiente:

a)x2-1 en[-1,1] b) x2 en [-3, 4] c) en [2, 5]

1
d 1 en [0, 2] e) i

en [-5, 10] f) e™ en [0, 1]

a) f(x) =x? -1 es continua en [-1, 1]. Por el teorema de Weierstrass, podemos asegurar que tiene un
mdximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

b) f(x) = x? es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un méximo y un minimo absolutos en ese

intervalo.

o flx) = . l e continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un méximo y un minimo absolutos en ese inter-
valo.

d) f(x) = . i [ noes continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos asegurar que tenga

mdximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tiene ni maximo ni miminimo absolutos

puesto que:
lim f(x)=—ooy lim f(x)=+oo
x—>17 x—1F
e) f(x) = 1 5 escontinua en [-5, 10]. Por tanto, tiene mdximo y minimo absolutos en ese intervalo.
1+x

f) La funcién f(x) = ¢™ es continua en IR, luego lo es en el intervalo [0, 1]. Por tanto, por el teorema
de Weierstrass, alcanza su mdximo y minimo absolutos en dicho intervalo.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
A 4
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1. Operaciones con limites

Hazlo tu

* Siendo f; g, b, u y v las funciones anteriores, calcula el limite de estas funciones cuando x — +oo:
a) v (x)*® b) u (x)s® ©) g) - u(x)
a) xé@m v (0)*® = (0,4)¢+=) = 0

b) xé;}'i'loo u(x)g(x) — (+oo)(_°°) -0

O lim 190D - u()] = (o0) - (rom) = oo

3. Comparacion de infinitos

Hazlo tu
* Asigna limite para x — + oo para cada una de estas expresiones:

P V-
2 b) l; X 1

lim —5— im
¥=we 1052 -5 ¥=we 1062 -5

a)

lim 25
x=te 10x2 -5

Vx> —1

lim
¥wee 10x% -5

a)

= +oo porque cualquier funcién exponencial de base mayor que 1 es un infinito de
orden superior a cualquier potencia.

b)

= +co porque el numerador tiene mayor grado que el denominador.
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4, Calculo de limites

Hazlo tu

* Calcula los limites siguientes:

2x -1
1
x4 2 4 I
d l' <M) l' X f l, et +e
) Fm =5 e) lim T ) i, £
2x—1 (+00)
a) xﬁ;”fw (4363;2) = (%) = 400
b) lim (log)' =3 = (+00) =) =0
c) % Indeterminacién.
1. 1
lim M = Ilim 27X4-2_L
x=2 2x—3-1 x-2 1 A
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1
—4
d) /z'm4 (M>x = (1) Indeterminacién.
X —>

6
[z'm <X+2_1> 1 =[z’m (.X'—4 1>:L
x— 4 6 x—4 x4 6 x-4) 6
1
x+2

x—4
Por tanto, [lim < c ) = ell6

x—4

x2—1 _ (+00)

e) lim = Indeterminacién.
X —>—o0 |x_1| (+00)
2 2
im =L _ ol e (cuando x — —o0, x—1<0).
X —> —oo |X—1| X —> —oco _x+1

£) lim ¢ re _ (+e)

1 . © " o) Indeterminacién.
Xteo X, +o0
1+ il 1+ %
lim Ak Tauig. lim e _ lim e” _ 1+0 =1
X—>4e0 X =X T xS oo e T xSt 1 B 1-0 -
1-£— I-—
x X
¢ e
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5. Regla de L'Héopital
Hazlo tu
e Célcula estos limites:
., In(cos 3x) , 3/x2 , e 1
2) xll—’>nO m b) xll—’>nO (cos 2x) ) xh—’>nl e —e B x—-1
—3sen 3x

. In(cos3x) (0) H cos 3x . cos2x 1. 3sen3x (0) H
lim ——=2 = 2 = ] _osox €05 2X osendx _ \V) 3
a) x Z%O In (cos 2x) (0) x Z”O —2sen 2x x Z%O cos3x x>0 2sen2x  (0)
cos 2x

lim €08 2x g, 9 cos 3x =2
x—0 cos3x x—0 4 cos2x 4

b) lim (cos 2x)3'%* = (1)
x—0

, 31 ;. 3(cos2x—1) _@I_{ ,  3(-2sen 2x) _@I_{
xliﬁo [(COS 2x_1)?] - xlino xz - (0) B xiﬂo 2x - (O) -

_ lim —12 cos 2x _ —12 - 6

x—0 2 2

Por tanto, lim (cos 2x)3% .2 = ¢ ¢ = 1
x—0 €6

c) lim < ¢ —L>=(oo)—(oo): lim - _(OH

x>l \ g _p x-1 x—1 (ex—S)(x—l)_(O)_
= lim g_ex = lim 6_76362@1;1 m i:_iz_l
¥l K D —e 21 Fxe (0) x0T Xy ¥ 2e 2
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6. Continuidad en un punto

Hazlo tu
¢ Estudia la continuidad de la funcién f(x) y clasifica sus discontinuidades.

Z+-% six=0

f&) = ||

1 si x=0

Para x<0, f(x) =x?+ % =x2—-1 esuna funcién continua.
—x

Para x>0, f(x) =x2+ %X =x2+ 1 es una funcién continua.
x

Estudiamos la continuidad en x = 0:

lim (x*-1)=-1
x—0" . ;. ;o ..
) ) — No existe el limite porque los limites laterales son distintos.

lm% L+ 1)=1
X —>

fO)=1

La funcién presenta en x =0 una discontinuidad inevitable de salto finito.
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7. Funcién continua dependiendo de parametros

Hazlo tu

* Determina los valores de 2 y de & paralos que f(x) es continua.

P +2x+b si —c0o<x<0
[ (&) = | sen(ax) si O0<x<m
(x—m)2+1 si n<x<+o0

Si x#0 y x=mn, lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
Comprobamos la continuidad en x=0 yen x=m:

FO)=6

, b _
xli%—(x +2x+0)=b — Para que sea continua en x =0 debe ser 4 =0.

lim sen(ax)=0
x—0*

fm=1
lim sen (ax) = sen (an

x—n” (@9 (am) — DPara que sea continua en x =7 debe ser sen (an) = 1.
m [(x-m)%2+1]=1

x>t

sen (an) =1 — an=%+2kn con ke Z — a=%+2/e con ke Z

Si a= % +2k con ke Z y b=0, lafuncidn es continua en IR.

23



MNAYABACHILLERATO

Matematicas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v
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1. Calculo de limites

* Calcular los siguientes limites:

25
3 _ Q43 tgx
a) lim N3 +5x—8x" b) lim (1 + 4x3)2/x3 c) lim 1
x> +o00 1+2x x>0 x—0* \x?
a) lim (M)ZS = < (~e) 3 Indeterminacién
X = +oo 1+2x “\ (+00) ’
3 3 2 3 3 25 25
Iim <7“3+5x‘8x) .y —8x ) - <——2x) S(1)P -1
X —> +oo 1+2x X —> +00 2x X —> +o0 2x

b) lim (1 +4xH = ()
x—0
Aplicamos la regla:

3
lim (1+4x3—1)-%= lim -8

x—0 X x—=0 .X'3

Por tanto, fsm (1 + 4x3)2/x3 =8
x—=0

tg x
In lim (%) = lim tgxin % = lim_ [tgx[-In «)]] = lim (2tgxinx) =
X x—0*

x—0* X x—0*
=2
_ m 2lx _Geo) B g 2en’x (OB denxcosx
x—0t  _1 (+00) x>0t 1 x50" X 0)  x>o0° 1
tgx Sé’nzx

2. Limite finito

¢ Calcular el valor de a para que el siguiente limite sea finito y obtener ese limite:

lim ( 1 —‘Z) = (00) — (00) Indeterminacién

F-1 2
lim ( L _a)_ [y 2x—ac+a _©On lim 2—ac” _ lm —2-a
x20 \ X1 20 ) x20 (G _1)2x  (0) x50 ZFoxi(¢F_1)2  x20 Ky y2.5_2

Como el denominador tiende a 0, para poder seguir resolviendo el limite, el numerador también debe
tender a 0 y, por tanto, a = 2.
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Continuamos con 4 = 2:

i —2=2 _(OH 26 1
x50 Foxn 251 (0) x50 oy X000 2
3. Continuidad en un punto
¢ Dada la siguiente funcién:
e -Dlx G x o0
f(x)=1\k si x=0

1-lnx si x>0

a) ;Existe algtn valor de % para el cual f(x) sea continua?
b) Hallar el limite cuando x — +o y cuando x — —oo de la funcién.

a) Veamos la continuidad en x = 0:
2
X

im e x =et* =400
x—> 0"

im (1—Inx)=+co
x—0*

No existe ningn valor de 4 ya que los limites laterales en el punto x =0 no existen.

D i f0) =ty (=) ==
-2

lim e * =e0* =0
X —> —o0

4. Teorema de Bolzano

* Demostrar que la ecuacién: sen x2

=x—1 tiene una solucién positiva.

Razonar la respuesta, exponiendo el teorema o resultado que justifique la solucién.
F(x) = sen x* — x + 1 es continua por ser suma y resta de funciones continuas.
FO)=sen0-0+1=1

Fln) =senn®—m+1=-257

Por el teorema de Bolzano sabemos que existe ¢ € (0, n) tal que F(c) = 0.

Hemos visto que ¢ es solucién de la ecuacién del enunciado. Ademds, es positiva ya que pertenece a un
intervalo donde todos los valores son positivos.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
A 4
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Para practicar

Calculo de limites

1 Observando la grifica de f(x), di el valor de los siguientes limites:

/N

2 L @)
d) lim f@
Bt 1

b) lz';zzr [
O tin, 9
h) lm f()

a) +00 b)4 C)l
d) No existe e)3 o
2 Halla los siguientes limites:
4 2

a) lim (ﬁx3+2x2—1) b) lim —2% =3x"

x —> 400 4 x —> 400 x2+1

2 4

o bim 3 -1 d) lim 2% =3x+2

x40 54 42 x = +00 O+1
e U Va2 +1 0 lim a3 - 24

o x*+3 x> i3 [y
Dt (F 0201 ) i, ety o

, —2x* —3x? . 2x* g, N ~
) xé@“’ x%+1 xS x2 —xé)i’fw(—Zx )==2-(+00)=—c0
/ 3)6'2—1 _ X
C) xé@“’ W_XL+OO7_3
4 4
A lm 22X =342 g 5% g S 5
)x—lfi’loo x6+1 x—lﬁ:loo .X‘6 x—l[illoo X2 (+°o)
3/x2 203

e) lim x4l lim X~ = 711/3 I S

X —> +o0 x2+3 X —>+00 A X = teo . (+oo)

41 3

f) lm R S

X —> +o0 x+3«/; X —>too

©) 11'7514+ [
ﬂ xll,—’>nl f(x)
b dim, £
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3 Calcula estos limites:

In(x?+1)
3
a) xé)moo (e¥—x7) b);vc—>+o<= 7
<) Q)m x*+1 d) é;m Wxt+x—x+7)
X — +00 P X —> +00
2
Q) lim (e*—x3) =+ b) lim M:O
X —> +oo X =40 X
9 lim **L_g d) lim_ (P ex—dx+7) = +oo
X +o00 €x X 400
4 Calcula el limite de estas funciones cuando x — + oo:
_5x%—2x+1 _x+logx
)6 = 2x-1)2 b) g(x) = log x
3+2(x 3.2%
bh(x) = d =
9 by - 220 )i - 22
. 2 _ 2x+5
0 j (@) = =1 £) k) = 222
J Va3 +1 V4x* -3
—_ )X _ 2x _ x2 _ x2
g/lkx)=2%-3 h)m(x)——x_3 5 x
5x2 —2x +1 5x*—2x+1 5
a) lim == lim =
¥ (Qx 1) ¥ o il 4

b) lim x+logx: lim (
X —> +00

x>t g x
3+42(x _ . 2ix 2ﬁ_ﬁ

2
= " = im ==
x—+eo [y 1] X — +o0 ‘/7‘/7 ‘/7 2

d) lim 3-2% =3

X—tee PX¥ 4]

+1>—+oo+l—+<>o

log x

2 2
o lm =L - pm X e
X —> +oo x3+1 X —> +oo \/;
, 2x+5 4, 2x  _
DB o A T
LR
2 2 2 3 3 2
h Xt x" _ p Sx7 —x7 —x"+3x" _
UL (s S e e TC I
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5 Calcula los siguientes limites y representa griaficamente los resultados obtenidos:

a) xiz)’;zzm 0,5*+1)

2x+1
1 x
(-3)

1-3x
d) _lim (1+i)

b Km,

c Ilim
X —>—00

a) xil;'/flm 0,5+1) = xé;rfzoo (0,5%+ 1) = +00

b)) lm 2*V= lm 27**1=0
X —> —oo X —> +o0
1 . —
Sabemos que 2** " > 0 para cualquier x.
1Y 1\°_ a_1
SR B o
x [
Comprobamos que (1—l> >L dandoa x algan valor.
x e
Por ejemplo, x=-10.
1-3x 1+3x
, 2 o 2 e 6
d) xélf!loo (1+X> B xgriloo ( _x) N =~ ‘e
[
lim (1—2—1>-(1+3x) lim <—27—6x> 6 1
:ex—>+oo X zex—)wc X :6’_ — _6
e

2

1-3x
Comprobamos que (1 + ) < ¢ ® dandoa x algiin valor negativo.
x

Por ejemplo, x =-10.

6 Calcula el limite cuando x — +oo y cuando x — —co de las siguientes funciones:

2
a) fx) = & . b) g (x) = %2; ) h(x) = 322 +2-5x
X" - og x
N2 [d N 2x+3 _xz_x3
d)i(x) =x— yx* -1 e)](x)-im f) k(x) = 21 2.1
a) xé;@oo X2—1 =*ee
(El infinito de una funcién exponencial es de mayor orden que el de una funcién potencial).
, & _ , e _
xll)rfloc xZ_l _xé)n-zoo xz_l _0
2
b) lim X2 _ o
X —> +oo log x
x4 2x _ x*—2x - 4o
Sy R A Y A

(El infinito de una funcién potencial es de mayor orden que el de un logaritmo).
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) x@;@w (¥3x%+2 —5x) = (+00) — (+o0) (Indeterminacién).

Gy W3 42-50(W3x% 42459 . 22x%42
¥ e V3x% +2 +5x e 32 42+ 5x

mayor grado que el denominador.

m (342250 = Hm ({3x7+ 2450 = +oo

= —oco ya que el numerador tiene

d) xé@w (x2 = yx*=1) = (+00) — (+00) (Indeterminacién).

Iim (xz—«/x4—1)(x2+«/x4—l) _ 1
X — +00 x2+\/XT—1 X — +oo X2+‘/ﬁ

xiz)’rfzoc (xz—«/x4—1) =xg711m (xz—«/x4—l)=0

Q) lm —2X¥3

lim J2x lim 2
X —> +oo 3X2—1 X —> +oo W X —> +oo ‘/7

3

2x_ _
3x

lm 2x+3 g, —2x+3 2
x5~ ‘/33627_1 x =3 too m 53
2 3
f) gm X zx = (+00) — (+0) (Indeterminacién).
e R
3 2

X é);,-’i»ztx) 3 2

2 3 3 2
im (—X——-—2% | = lim X 4 X = m X=X 1
oo \x—1 4241 ¥ | =1 424 ARl L |

7 Calcula estos limites:

, 7 X _ .3
a) lim sl b) lm  (1,5"-x7)
, x2 , vxz—S
9 Hm, ( _x—3) L S
2
, x_ 3x? , <3x+4>x_1
g xg"fw (1’2 x+1> b xéf?w 2x+5

3/ 2
a) If Vo

m
x—>—o 2x41]

=0 porque el numerador tiene menor grado que el denominador.

b) lm  (1,5%- x3) = +00 porque el infinito de una exponencial con base mayor que 1 es de orden
superior que el de una potencia.

c) lim
X —>

— o0

2
(x X )l %3 porque el numerador tiene el mismo grado que el de-
x-=3) x92-= x-3 .
nominador.

2 2
d) lim X5 lim E: lim =X -1

x—=—eo 1-2x x—>-e Dy x—>-e Ix )

29



MNAYABACHILLERATO

Matematicas

<2x2—10x—3x(x+1) )

2
, x“=5 3x\_
° xéﬁfw < x+1 _2)_Xéﬁloo 2(x+1)
o 27 —10x-3x"=3x _ ;. —x*—13x _
=, 2x+2 =, 5o
x4—(x4+2x) B

2—«/4 2)(x2+\/x4+2x)
£) lim (P-x*+2x)= lim (v X X = lim — ="
X oo ¥ X+ xt e 2x e et e ox
—2x
o =2x  _

4 4
= i X=X Z2x
—> +o0
2 «/x4+2x X x2+«/x4+2x

X +

3 x 3x - 4 oo
g) xé@w <1’2 T+l ) =t
-1 +00
, 3x+4>x _(3) e
h)xz@W <2x+5 “\2 =7
8 Calcula los siguientes limites:
x*+1 + x+1 -1 x—1 ¥r2
a) xé]{-loo (x2_1> b)xé)’?m (x—2> ©) xé;?oo <x+3>
x+1 3x_2 2_g
g 3x—4 3 z, 1 - 2. x_3
d)xéﬁt“’ <3x—2> ° xé’z’“’ <l_x2) B xé@“ <x+2)
2 x?
a) Sea /= lim <x2+1>
X —> +oo X _1
2
Como lim XZ—J'I =1y lim x*=+oo, setratade un limite del tipo (1)),
X —> 400 x _1 X —> +oo
Aplicando la férmula:
, 241 . 242
/:e"%’" (;2_1_1)’)62 =e"éf{l"° xzx—l = ¢?
1 2x -1
o X+
b) Sea [_xéfﬁo <x—2>
x+l y xé;rfw (2x—1) = +oo, se trata de un limite del tipo (1)),

Como [lim
X—>+00  x — 2

Aplicando la férmula:
. x+1 6x—3
lim (7_2—1).(2x—1)=€xﬁm ~_2 236

[= €x~)+oo x
1 x+2
c) Sea lzxﬁ”fm <§:3>
Como lim *=L_1 y lim (x+2)=+oo, setratade un limite del tipo (1)),
X >+ x4 X —> +oo
Aplicando la férmula:
, x—1 o —4(x+2)
[zexéffoo <m_l).(x+2):€x~>+oo X+3 2674
x+1
_ 3
d S [: l; <3X 4)
) Sea A\ 352
, 3x —4 , x+1 _ r ; (+0)
Como lim 32 =1y lm 3 =t setram de un limite del tipo (1)"**.
Aplicando la férmula:
3x—4 x+1 / -2  x+1 —2x -2
/=€x—)+oo <3x_2_1>. 3 =€xé>;tloo 3x—2 3 =€x%”({loo 9% — 6 =€—2/9
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1
(1) (+00)

Como lim ( - x12> =1y lim (3x—2)=—co, setratade un limite del tipo
Aplicando la férmula:
1 1 1
/= = = i -1
im (1 __1> Gx-2)  lm (%.(394_2))
e X e X
x2-5
f) Sea /= lzm ( )
+
Como lzm X = ; =1y lzm (x2=5) = +oo, se trata de un limite del tipo (1)),
X+ — oo
Aplicando la férmula:
m [x=3 2 e ()|
oo (53w PESY

9 Halla estos limites:

a) xl’;’f’w (x? +2x — {x* — 4) b) xé’f’m W22 +1 +x)

(Yx2 +2x —x* = 4) = (o0) —

a) . éz)'rizm (o) (Indeterminacién).

La resolvemos multiplicando y dividiendo por ( \/xz +2x + «/xz —4):

lim («/x2 +2x — /xz —4) (\/x2 +2x + «/x2 —4) _

Fooe «/x2+2x+\/x2—4

gy Wr29-(C—4)
X \/x2+2x+«/x2—4

2x +4 _
¥ \/x2+2x+«/x2—4

- [me —2X+4 _ -2 _;2=_1
2T 2 Dy xt—4

1+l 2
b) xéz}'@w Wx?+1l+x) = xé;nfm (x? +1 = %) = (o) — (00) (Indeterminacién).

La resolvemos multiplicando y dividiendo por (Yx*+1 +x):

Iim Wx?+1 =) (Wx?+1+x) ~

X —> oo

P , 1

10 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +°° y cuando x — —oo
1-x
a) f(x) _ x+2

In x

si x<0

si x<0

x
b) g (x) = x*+1

si x>0 e“—Inx si x>0

NCNCEN
xlz)’rizwf(x)— lim 1=%__4

—-o x4 2
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b) xﬁ;@w fx) = xé;ri'zm (e*—Inx) = +o00

lim f(x)= lim _2X gy —=2X _ )
X —> —oo X —> —oo x2+1 X —> 400 x2+1
11 Sabiendo que:
xlzgzz Px) =+00 xlz_1>n2 q(x) =—o0 xlz_1)n2 r(x)=3 xlz_1)n2 sx)=0

di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:

. s(®)
a) xll—1>”2 P(x)

b) lim [s(x)1? )
c) xli_7>n2 |s(x) - q)]

d) xli_7>n2 |p (%) —2g (%) ]

b) lim [s(x)]PW =0t =0
x—2
19) [an |s(x) - g(x)| = (0) - (~00) — Indeterminado.
d) x[an |p(x) =2g(x)| = +00 =2 (—00) = +00 + (+0) = +oo

Pagina 242

12 Calcula estos limites. Si alguno es infinito, calcula los limites laterales:

a) lim x*-7x+6
x—1 1-x

3 2
b) lim * —4x° +5x -2
x=1 (B3 -1)(x-2)

2
o lim 3x°+5x+2
x—>-213 9x2_4

2
d) lz/m X +3x—10
x>2 53 _x2_8x+12

x*=7x+6 _ (0) _ lim (x=1)(x - 6)

a) xll—i)/ﬂl 1-x - (O) | 1—x =xll—7>%l[_(x_6)]=5
b) lim x> —4x?+5x=2 _ (0) Iim (x—1)(x* = 3x+2) — im x*—3x+2

=1 (WP oD(x=2) (0  x->1 k=D rx+1)(x=2) *—1 (x2+x+1)(x—2):
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3x2+5x+2 _ (0) I x+1D)Bx+2) I x+1 1

2 5703 Ix2_4  (0) YR (Bx+2)(3x—2) w3 3x—2 12

, 2 4 3x — 0) , (x+5)(x-2) . x+5 7)
d x“+3x-10  _ (0) - -/ -
)xz_;;nz B2 _8xr12 (0) w2 (x—2)(x* +x - 6) 5 Zix—6 (0

, +

lim 23675__00
=27 x 4 x -6

, X+

lim 5 = +oo

x52 3 x_6

13 Calculay representa los resultados obtenidos.

I 2 1
a) xl—>”l1 (x_1)2 x(x—l)}
b) 3 __ 4
)xz_7>nz x2-5x+6 x—Z]
, 2 1 , x+1
a) lim - = lim —X2F2 -4
x—)ll(x_l)z x(x—l)] x—1 x(x—l)z
Yiglli
12 i
|
101 !
gl |
|
|
61 |
|
441
|
2|
| X
10 -8 -6 -4 -2 12 4168 10
S :
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, 3 4 | . —4x+15 ()
b)xlznz x2—5x+6 x=2 -x/l_7>n2 x2—5x+6_(0)
Im_ —4x +15 oo

ll,m —4x+15
x—2* 5x+6
Vigh ]
12} 1
1o} |
gl |
|
6t
|
40
|
2t
: X
—10 -8 -6 —4 -2 2 4 6 8 10
-2 :
|
41 !
|
IS -
|
|
-8 |
|
10 i
12t
|
-14 l,
14 Calculay estudia los limites laterales cuando sea necesario.
a) lim (1_ 3—x> b) lim (M) c) lim A+x-yl-x
x—2 x—-2 x—>0 x2 x—0 3x
1-3-x 1-y3-x)(1+y3-x) , 1-3-%)
a) lim = lim = lim
x=2  x=2 %52  (x—2)(14+43-x) x22 (x—2)(1+43— x)
_ 1-3+x _ x=2 - Iim 1 _1
#5 (x=2)(1+43-x) R (x=2)A1+y3-x) *221+43—-x 2
Iim Vx+9-3 (Wx+9-3)(x+9+3) _ I —X+9=9 _
x—0 X2 x—>0 x(/x+9+3) x—)Ox(/x+9+3)
hm —% gy —1 1
x—0 x2(1x+9+3) =0 x(Vx+9+3) (0)
Hallamos los limites laterales:
p 1 o 1 _
230 x(Yx +9 +3) 30 x(Wx +9+3)
O lim [«/1+x y1—x Wl+x—y1—x){T+x+/1-x) . (l+x)—(1-x)
x—0 x_>0 3x(Wl+x+41—x) 50 Ax(T+x+4yl—x)
l+x—-1+x . 2x , 2 2 1

" 50 3x(W1+x+41—x) " x50 3x(W1+x+41—x) = x50 3(T+x+41—x) 3-2 "3
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15 Calcula.
1
, x2+1)x , <2x2—x—l>x_2
a) xh—% (2x+1 b) xll_7>112 7 —-x

_ 7 x2+1>;
a) Sea /= x[zno <2x+1

2
Como Jim X*+1 _1 y lim L _ i, setrata de un limite del tipo (1)),
x—=0 2x+1 x>0 x

Aplicando la férmula:

2 2 _
lim (x +1 _1>.L lim X =2x 1 L xx—2) i X =2 "
[=e¢*20\2x+1 X =20 2x+1  x — px20 x2x+1) = x>0 2x+1 —

1
x—2
b) Sea /= lim <2x2—7x—1)
x—2

7—x
, 2x2—x—1 , 1 ;. . (+00)
Como /lim =2—=—==1y lim =+oo, se trata de un limite del tipo (1),
x—2 7 —x x—2 x—2
Aplicando la férmula:
lim (sz—x—l _1)_ 1 lim 2x* -8 1 lim 2(x+2)(x-2) lim 2x+4
[=¢ 7\ 7-x =2 2 T T x %2 _ o T T—0(=2) —ex2 Tox _ 85

16 Halla el valor de los limites que se piden, siendo:

e* si x<0
fl)=)1-x% si 0<x<2
- i 3 si x>2
9 lim £ ) Emfe) O lim f&)
d) lim f(x) ¢) lim f(x) f) lim f(x)
a) 0* b) 1 c)-3
d) lim 3 .3 . . lim —3 -3 _ie Por tanto, el limite no existe.

x—>3x—3 (07 x—>3*x—3 (0% B

e)3 f) ot

17 Aplica la regla de L'Hépital para calcular los siguientes limites:

In (e* + x3)

3
a) lim x4l b) lim o) lim —SnX
x—=-1 x2_3x_4 x>0 x x>0 1—cosx
d) Iim a b e) lim arcigx—x f) lim -t
x—0 x x>0 x-—senx x>0 l-cosx
_ 2
Q) I In (cos 3x) h) lim In(1+x) i) lim 1—cos” (2x)
x—0 x2 x— 4\/? x—0 3x2
tgx—8
)t (2 senx) K lim 1=cosx D lim B2
x>0 \ xsenx x>0 p¥_1 x> a2 sec x +10
3 2
, x*+1 3~ 3 _ 3
D e g T 23T 5T

In (& + x7) _ i ex+3x2=1
X0 gy 0

b) lim
x—0
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Q) lim —SMX_ _ [py, COSX
x>0 l—cosx x>0 senx

Hallamos los limites laterales:

. s X . oS X
lim “5%=—co;  lim
x—0" sen x x—0* sen x

=400

d) lin. ﬂxT—bx: lim L lna=—b"lnb _p . pp oyl

x—0 1 b
1 —2x 6x> -2
. aragx—x , 2 , 1+x%)2 , 1+x%)3
o lim XX gy Xt A+ Aex)”
x—>0 x—senx x—=0 1—cosx x—0 sen x x—0 cos X
) lim &=t lim &= cosx _ lim & — & cos” x + & sen x -0
x>0 1—cosx x—0 sen x x—0 cos x
—3sen 3x ( 5 )
. In(cos 3x , . —3tg 3x o 91+ 3x
o) lim Inleos3x) _ p cos3x g RSx . DTN 9
x—0 X2 x—0 2x x>0 2x x =0 2 2

o ln(l+x) . lex g, 44x B
h) x/Zle 4‘/; B x/ZnO 3 B xll—>0 3(1+x) =0

44/x

2
N g 1=cos"(2x) 2 cos (2x) sen (2x)-2 i 2sendx _ g sendx _ . 4 cosdx _ 4
) lim ————2 = [im = lim L2 = [ 222 o [y, 2 2
x—0 3)6'2 x—0 6x x—0 6x x—0 3x x—0 3 3
j) lim (x—smx)z lim 1—cos x - lim sen x _
x—0 X sen x x—0 sen x + x cos x x—0 cos x +cos x —x sen x

K) lim 1—cosx _ lim Senx _

x—>0 X _1 x—>0 X
1
tex—8 2
) /lim ExX70 m CO5 X im 1 =1
x—n/2 secx+10 x—n/2 senx x—>nl2 sen x
cos® x
Continuidad

18 Estudia la continuidad de cada una de estas funciones. En los puntos en los que sean discon-
tinuas, di cudl es el limite por la derecha y por la izquierda e indica el tipo de discontinuidad.

1I)
AN e

2 fo 2

D)

I) Lafuncién es discontinuaen x=-2 y x=0.
En x = 2 tiene una discontinuidad de salto infinito: el limite por la izquierda es
—oo mientras que el limite por la derecha es +co.

En x = 0 tiene una discontinuidad evitable aunque en este punto no estd definida, los limites
laterales coinciden, siendo 1.

I1) La funcién es discontinua en x = 1. En este punto tiene una discontinuidad de salto finito. La
funcién vale 3 mientras que el limite por la izquierda vale 2 y el limite por la derecha vale 0.
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19 Estudia la continuidad de las siguientes funciones y dibuja su gréfica:

e six<l1 1/x si x<1

) f - {lnx szl DEWS {Zx—l si x21
a) La funcidn es continua cuando x = 1 ya que estd formada por funciones continuas.

Veamos la continuidad en x = 1:
lim ¢*=3 4
x—1"
— No existe lim f(x).
x—1 f( ) 2

Y

lim Inx=0

. 1y
l 2 4 6

Como los limites laterales existen y son distintos, en x = 1 === 5
presenta una discontinuidad inevitable de salto finito. 1

b) Cuando x=0 y x= 1 es continua porque las funciones que la forman lo son. La funcién es dis-
continua en x =0 y presenta en este valor una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = 1:

Yy
I\

lim —=1 — Existe lim f(x). X
x—1" X x—=1 == S 4

im (2x—-1)=1 i)
x—1*

En x=1 escontinuayaque f(1)= lz’_n>11 f ).
X

20 Calcula el valor de %2 para que las siguientes funciones sean continuas en todo su dominio. Re-
preséntalas para el valor de % obtenido:

ekx  si x<3 Ex? -3 six<2

) f) = {ln(x—Z) si x=3 b g - {ex2'4 si x>2

a) La funcidn es continua cuando x = 3 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 3:

4
f3)=0
, 2 _
S (S k) =943k 9 360 - k=-3 e
) 2/ 4
lim In(x-2)=0 i
x—=3*
Cuando %= -3 la funcién también es continua en x = 3. T
b) La funcién es continua cuando x = 2 ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 2:
FQ)=4k-3 4
lim (kx* —3)=4k -3 2
(e = 3) — 4k-3=1 > k=1
I 1 —4 4&/2 4
x—2*
Cuando %=1 lafuncién también es continua en x = 2. T
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21 Calculael valorde @ y b para que f(x) sea continua en todo su dominio.

x* -1 si x<0
f&) =qax+b si 0sx<1
2 sil<sx

La funcién es continua cuando x =0 y x=# 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

f0)=6
, 2
A= S e
lim (ax+b)=b
x—0*

Veamos la continuidad en x = 1:

f)=2

xli’)nrzl_(ﬂx—l)=ﬂ—1 —> a4-1=2 = a4=3

im 2=2

x—1F

Cuando 2=2 y b=-1 lafuncién es continua en todo su dominio.

22 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

e* si x<0 x% +2x si x<0
a) f(x) = 13x%+1 si 0<x<l b) g(x) = {sen x si O<x<m
4+lnx si x=1 (x—m)%+1 si nsx
el =% i x<-1 _x2+2 si x#-2
p— . _ x —
©) h(x) = =1 x>l d) ix) = 1 .
x % si x=-2

a) La funcién es continua cuando x= 0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

f0)=1
xli%*g -1 - /z’_r)no f(x)=1= f(0) — Escontinuaen x=0.

Iim Bx*+1)=1
x—0*

Veamos la continuidad en x = 1:

f)=4
, 2
xlimr(Bx +1)=4 — x[l'_V)nl f(x)=4=f(1) > Escontinuaen x=1.
lim (d+Inx)=4
x—>17

b) La funcidn es continua cuando x= 0 y x = ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 0:

£(0)=0

lim (x* +2x)=0 ; i
0 — xlino g(x)=0=g(0) — Escontinuaen x=0.

lim sen x =0
x—=0*
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Veamos la continuidad en x = 7

glm=1

lim senx=0 Los limites laterales existen y son distintos.
x—>n —

lim [(x—m)%+1]=1
x—on*

El limite existe y presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 7.

¢) El dominio de definicién es IR - {0} ya que no estd definida cuando x = 0.
Cuando x=0 y x=#—1 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
En x=0 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —1:

h(-1)=1
2
lim &' =% =1 , .
x—> -1~ - xlgn_l h(x)=1=h(-1) — Escontinuaen x=-1.
lim =L -1
x—-1* X

d) El dominio de definicién es IR — {2} ya que no estd definida cuando x = 2.
Cuando x=-2 y x=2 lafuncién es continua porque la funcién que interviene lo es.
En x =2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —2:

1
fe-1

, x+2 _0) x+2 _ g, 11
xlim_z w2 _4 (0) _xlim_z (x+2)(x=2) _xli>m—2 x—2 4

Como existe el limite pero no coincide con el valor de la funcién, tiene una discontinuidad evitable
en x=-—2.

23 Clasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:

X -2x*+x-2 x° —2x% - 3x
S X XX 2 b X —2x"-3x
) xr—x-2 ) &) -x-6

Q) x?—x—2=0 = x=-1, x=2 — El dominio de definicién es IR - {-1, 2}.
La funcién es continua cuando x= -1 y x= 2.

En x=-1 y x=2 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor:

En x=-1:
lim 2P e x—2 _ (-0)
x— -1 K x—2 (0)
3247 2
lim X=X ¥X—24
P )
3 2
lim X —2x +x—2=Jrc><>

xo-1t o x-2

En este caso es inevitable de salto infinito.

En x=2:
3 2 2 2
o =2 ex=2_0) 0 k=2 +1) x*4+1 5
x/ZﬂZ _x_2 (0 _xlz”Z x-=2)(x+1) ‘/Z”z x+1 3

En esta ocasidn se trata de una discontinuidad evitable.
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b)x?—x—6=0 — x=-2, x=3 — El dominio de definicién es R - {~2, 3}.
La funcidn es continua cuando x = -2 y x = 3.

En x=-2 y x=3 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor.

En x=-2
/l’m x3 - 2x2 - 3x - (_10)
x>-2 2_4_6 (0)

lim X0 — 2% — 3x - e
x>2 X -x-6

Iim x3—2x2—3x_+°°
x>2" X _x-6

Se trata de una discontinuidad inevitable de salto infinito.
En x=3:

Iim x3—2x2—3x_(0) - lim (x—3)(x2+x) 7 x2+x:12

x=3 42 _,_6 _@_xlﬁﬁ (x—3)(x+2) _xZnS x+2 ?

En esta ocasidn se trata de una discontinuidad evitable.

Pagina 243

Para resolver

24 Calcula los siguientes limites:

3 2 1-x x+1
a) lllm <2x + X —3) b) llim <2x—5> 2

X —> + 00 5x3_2x2 x—>+0\2x+3
— 2—
o) lim X%enx d) Ilim V13-x"-3
x>0 1—cosx x—>2 x—-2
e) lim _Inx f) lim x2%e™
x—1 (x_l)z X — —00
g) xh,—7>n0 (% B se;lt x> h) xlimo se::c_—xxcfsl.’i;:s X

l—x (—oo)
3 2
a) lim (%) =<;) = o0
X —> +oo 5x3 — 2x 5
x+1

by lim <2x—5> 2 ()

X —> +oo 2x+3

Aplicamos la regla:

, 2x -5 x+1 , -8 x+1
2X=0 _q).x+l =6  x+l}_ 5
xéﬁw <2x+3 ) 2 xéﬂfw <2x+3 2 )

x+1
_s5\ 2
Por tanto, /lim 2x =5 =2
x>0 \ 2x +3
o lim xsenx _ O H . senxvxcosx OB, cosxrcosx—xsenx _,
x>0 l-cosx (0) x—0 sen x (0) x—0 cos X
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o J13-2-3 0 _ 13-x*-9 , 4"
d) lim —————— = ——= = |/, =/ =
2+x)2-x , -2 +x) 2

= lim =lim ———— - =

52 o NW13-x2+3) 2 13-x2+3 3

lim —1 -
) OH, 1 , 1 (1) x =17 2x(x 1)
/ Inx _ (0) H / X __ =7
et R (1) Bl Ty oo | s B v P Sl 1) p 1L
x—>1*2x(x —1)
) lim x*e*= lim (x%¢¥)=+o0
X —> —o0 X —> +oo
: . - 0)H , -1 (0) H
im (L __1 ):w_oozg senx—x O H .~ cosx-1 _(0)H
g xl—7>n0<x sen x (0) = () <o xsenx  (0) <o senx +xcos x  (0)
_ lim —sen x _
x—0 cos x +cos x — x sen x
h) lm e —xcosx—1 :@}:I lim ex—casx+xsenx:@}:1 - ex+2.fenx+xcosx:1
x>0 senx—x+1—cosx (0) x>0 cosx+senx—1 (0) x>0  —senx+cosx
25 Calcula estos limites:
tgx
a) lim _ cos x In(tg(x)) b) lim <l> o) lim (cosx + sen x)'/*
x—(rl/2)” x>0 \x x—0
1
d) Ilim ( 1 )x e Ilim xIn <M> f) lim (1 — sen 2x)c°%83*
x>0 \senx x>+ X x—0
In(rg x) (+e0) H
V7 In (2 =(0) - (+o0) = = =
2 x—>l(7gz)- cos % In(g(9) = (0) - (=) x—(/2)~ 1 (+00)
cos x
1
cos® x to x
= dm XY, Ly sx
x—(m/2)~  senx x> @2)” senxtgx  x—m2)" son®
cos® x

b) Al no estar definida la funcién a la izquierda de 0, calculamos el limite por la derecha.

g x
lim <L> =1 = (+00)©@
x

x—0
Tomamos logaritmos:

tgx
In lim <1> = lim —inx (=) H

l = /- — = /; =
th[ﬂ<x>l - xlif}?)*( tgxln X) xlinz)* L (+c>o)

x—=0" \ x x—0*
tgx
_1
= lim g senx O H L dsenxcosx
x—0* _ 1 *x—=0* X (0) x— 0% 1
56’7’1236'

x>0\ X

1g x
Luego /lim <l> =e0=1
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Q) lim (cos x + sen x)V* = (1))
x—0
Aplicamos la regla:

, , - 0OH , _
lim (cosx+senx—1)-l= im £OS X +sen x 1=()= Lim =SEnX+cosx _q
x>0 x x>0 X 0) x—0 1

lx _

Por tanto  lim (cos x + sen x) e
x—0

d) Al no estar definida la funcién a la izquierda de 0, calculamos el limite por la derecha.
1
lim < 1 )x = (+00)+*) = oo

x—0 \ sen x

e) Q)m x/n(le’C): lim [n(ljcx):/n lim (1+x)=lnxlz'm <1+91c> =lne=1

X +0o X —> +o0o X —> +oo X —> 400
£) lim (1 — sen 2x)€3 = (1))

x—0

Aplicamos la regla:

lim (1 —sen2x—1)cot3x= lim (—sen2xcot3x)= lim ﬂ=@§ o =205 2x 2
x—0 x—0 x—0 tg3x (O) x—0 3 3
cos® 3x

Luego lim (1 — sen 2x)0%€3% = e~2/3
x—0

3 2
26 a)Sif(x) = 'x’;gfxz—ik;j’, ¢hay algiin valor de % para el cual xlz'_)ml f (x) existe? En caso afir-

—x
mativo, hillalo.
b) Para £2=0, halla xlz}nf_ [y xlﬁ)ﬂ;+ [ ).

2) I Xoaxirkx+3 g xOexvkx+3  k+5 _ k+5
xolxd w2 x4l -1 (x-1)2(x+1) (1-1)22 0*
Por tanto:

Sik<—5Fk+5<0 — /Zrzlf(x)=—oo

Sik>-5:%k+5>0 - x/z’_;;nlf(x = +oo

Si k= -5, el limite se calcula aplicando la regla de 'Hopital:

O +x2—5x+3 :(g>_ lim 3x2+2x -5 _(0)_ lim 0x+2 _8 5

bim 2_x4+1 \O _x—>13x2_2x_1_—_xl—;>%16x—2 4

x—=1 x3_x

0

b) Como 0 > -5, hemos visto en el apartado a) que lz’m1 f(x) = +eo, por tanto, los limites laterales
X =
son +oo.
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27 El rendimiento fisico de un deportista, durante 60 minutos, varia con el tiempo segiin esta fun-
ciéon:
—t(t—a) si 0<£<15
f@®) =13,5a+5 si15<2<30
100 -4z si 30<t<60
Calcula 2 y b para que la funcién rendimiento sea continua.
La funcién es continua cuando x = 15 y x = 30 ya que estd definida mediante funciones continuas.

Comprobamos la continuidad en x = 15:

f(5)=3,5a+5

lim [t = a)]==225+15a\ 555, 15,23,5445 — a=20

lim (3,52 +5)=3,5a+5

t—15%

Cuando « =20, la funcién es continua en x =15, ya que f(15) = Zi?%s f).
X

Comprobamos la continuidad en x = 30:

£(30) =100 — 305

im 75=75 S 752100306 — b:%
lim (100 — 62 =100 — 306
t— 30"
Cuando 4= % la funcidén es continua en x = 30, ya que f(30) = x/i;ngo f ).
28 Sabemos que la funcién f(x) = x—4 es discontinua en x =2. Calcula b y estudia

23+ bx? + 8x —
el comportamiento de la funcién en las proximidades de los puntos de discontinuidad.

Para que la funcién sea discontinua en x = 2, este valor debe ser una raiz del denominador. Por tanto,
2246-22+8:2-4=0 = b=-5
3x—4
De donde f(x) = R
Hallamos todas las raices del denominador:
x3—5x2 + 8x—4 = (x— 1)(x— 2)?
El dominio de definicién es IR — {1, 2}.

La funcién no es continuaen x=1 yen x=2. Veamos ahora el comportamiento de la funcién en
las proximidades de estos puntos:

En x=1:
, 3x — 4 1)
lim =
Sl (-1 (x-2* ©)
lim _ x-4 -
517 (x—1) (x=2)2
3x —4

= —00

Z,WI —2
X217 (x—1)(x = 2)

La discontinuidad es inevitable de salto infinito.
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En x=2:
3x — 4 )

lim ——=——=—— = == = +oo ya que la fraccidn es un cociente de nimeros positivos
92 (x—1)(x - 2)? (0) ..
en las proximidades de x = 2.

29 Dada la funcién f(x) = % con a =0, calculalos valores de 2 y & para que la funcién
ACS

X

pase por el punto (2,3) yel Ilim

f pasapor(2,3) = f(2)=3 — % =3
Por otro lado,
ax’+ b
ax’+ b

7 (x) 7 —_ 7
lim f = lim 4=X _ lpp X 0 _ _,
X —> +oo X X —> +oo X X —> +oo ax — x

—a=-4 > a=4 — %:3 — b=-10

30 Calcula el valor de % para que cada una de las siguientes funciones sea continua. ;Alguna es
continua en todo IR?:

x3—1 . «/;—1 .
Af) =1y Sxl b) gl ={—1 o 7!
Ink six=1 2k si x=1

a) Estudiamos la continuidad en x = 1:

3 B 2
i X _1=@= Iim (c=1D(x+x+1)
x—1 x-1 (0) x—=1 x—1

fQ)=Ink

Para que sea continua k=3 — k= e3.

= lim (x+x%+1)=3
x—1

Ademis, es continua en todo IR ya que el cociente de polinomios solo se anula cuando x = 1.

b) Estudiamos la continuidad en x = 1:

*/;—1 (0) ., x—1 , 1 1

-9 y _1

BT X1 (0) 521 (rD)(x+1) 591 yxsl 2
g(1)=2*

1

Para que sea continua 2% = — k=-1.

Esta funcién también es continua en todo IR porque el cociente solo se anula cuando x = 1.
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31 Halla el valor de & para que la funcién f(x) sea continua en R.

P +2x+b si x<0
f@)=1hm1+x)

o si x>0

La funcién es continua cuando x = 0 porque estd definida por intervalos mediante funciones conti-
nuas en los mismos.

Comprobamos la continuidad en x = 0:
f0) =5
lim (x*+2x+b)=b
x—07

, Im(l+x) (O)H 1 1
i 2200 O ", _
B0+ 2x 0 2o 1ex 2

2

Cuando 6= % la funcién es continua en IR.

32 Calcula el valor de % para que la siguiente funcién sea continua en x = 0:

2 ko
f(x): =1 si x=0
-1 si x=0
Supongamos que 4= 0 ya que, en otro caso, el problema no tendria sentido.
f(0)=-1
lim [—2— R _ (c0) — (c0) = lim 2 —kfrk _OH - 2k
¥ 0 et - X *20 (-1« (0) 20 i1

Como el denominador tiende a 0, para poder seguir calculando el limite, el numerador también debe
tendera 0, luego 2-4k=0 — £k=2.

X X
i . 2=2¢" (O H 267 _ 4
220 X a1 (0) 220 Xy 07

Por tanto, para k=2 la funcién es continuaen x=0 yaque f(0) = lz’_r)ﬂo f ().

33 ;Existe algin valor de % para el que la funcién f(x) sea continuaen x=0?

1—cos x si x<0
sen x
[ =3k si x=0
2
senzx si x>0
x

Estudiamos la continuidad en x = 0:

f0) =k
lim L=cosx :@I;[ lim SEnX _(
x—0"  sen x (0) x>0 cosx

2 2
/z'm sen X _ [z'm <5€7l X > -1
x=0% x—=0* X

No puede existir ningtin valor ya que el limite no existe porque los limites laterales son distintos.
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34 Determina dénde son continuas las funciones siguientes:

35

_ x _ 1
a) f(x) = I e—2) b) g(x) S ¢
b - x=1 d) i - 1
9 hiw) = =1 it =—L
a) El dominio de definicién es (2, 3) U (3, +0) y en él la funcién es continua.
Para x =3 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito, ya que f(3) = % = %
n

b) Calculamos el dominio de definicién:

3_x-6>0 = (x=2)(x?+2x+3)>0 — x>2 yaqueel factor cuadritico es siempre positivo.

x
La funcién es continua en el intervalo (2, +oo).
¢) Calculamos el dominio de definicién:

ﬁzo

X -2 1

— + | Noexiste| — 0 +

La funcién es continua en su dominio, (—oo, =2) U [1, +00).
d) Calculamos el dominio de definicién:
cosx=1 —> x=0+2kn
l-cos?x=0 — con ke Z
cosx=—1 — x=n+2kn

La funcién es continua en su dominio, R — {fn} con ke Z.

a) Calcula el valor de 2 para que lz’_i)no X—ASERX  geq finito.
x x
b) Halla el limite para ese valor de a.
o x—asenx _ O)H . 1_gc0s5x
) x[l—% X2 T (0) x>0 2x

Para poder continuar el limite, el numerador debe tender a 0 porque el denominador tiende a 0.

1-4=0 = a=1

o l—cosx _ (0) H ,  senx _
b) tim == ‘(0)'!1”0 2 7Y
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1

2] y clasifica sus discontinuidades.
—|x

36 Estudia la continuidad de la funcién f(x) =

El dominio de definicién es R — {2, 2}. La funcién es continua en éL.

En x=-2:
, 1 (1) xi>mZ‘2+x:_oo
lim ==
=2 2-[x[ (0 lim =1 - oo

xo>2t 24X

Presenta una discontinuidad invevitable de salto infinito.

En x=2:
im =400
o1 () x> 2-x
lim = =
x=22—|x| (0) lim 1 _ .

x—>2" 2—x
Tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.

NOTA: Podriamos haber usado la simetria de la funcién respecto del eje ¥ (es una funcién par) para
haber deducido el comportamiento en x =2 a partir del estudio en x = -2.

37 Halla el valor de # para que la siguiente funcién sea continua en x = 2. Represéntala en el caso
t=2 y di qué tipo de discontinuidad tiene:

| —1]-2 si x<2

f(x):{x—i si x>2

Estudiamos la continuidad en x = 2:

fQ2)=1-¢

lim (x-1|-t)=1-¢
x—27
lim (x=5)=-3
x— 2%
Para que sea continuaen x=2 debeser 1 —¢r=-3 — ¢r=4.

Supongamos ahora que #=2:
lx—1]=2 si x<2 —(x-1)—-2 si x<1 —x -1 si x<1
fx) = { 5 six;2: x—1-2 si 1sx<2 =9x—-3 sil<x<2
T x—=5 si x>2 x—=5 si x>2

4Y

S
e

-4

Tiene una discontinuidad de salto finito.
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38 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +o° y cuando x — —oo, definiéndolas

previamente por intervalos:

a)f(x):% b) g(x) = |x— 3| - x| Obx)=|2x-1|+x
X _ §i x<0
X+
a) fx) =
si x>0
X+
xz@wf(x):xé;@w x+1 :1
xél;@wf(x):xg@oo x_.:cl =-1
-x+3 si x<3 —x si x<0
b)lx_3|={x—3 si x>3 |x|={x si x>0

—2x+3 si x<0
g(x) =|x=3|-|x|=13 si 0sx<3
2x—3 si x23

i g9 =l @x-3)= 1o

xiz)’n_'zm g(x) = xéz}’n_am (2x+3) = +00

—2x+1 six<%
o |2x-1]= 1
2x —1 i x>=
X siox >
—x+1 six<%
hx)=]2x—1|+x= 1
3x—1 sixzi

A 0= e Ge-D=ve

xiz;@m h(x) = xgnfw (x+1)=+o00

x+l si x<0
. —X
d)i(x) =f(x) = )
X+ o6 x20
X
i f) =l 2L

x+1 _ 4

NL RN (B

48
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[La resolucién de esta actividad requiere que el alumnado trabaje la dimensién productiva
(innovacién)].

Estudia la continuidad en x = 0 de esta funcién:

fx) =2x+

:Qué tipo de discontinuidad tiene?

||

X

En x =0, lafuncién no estd definida, luego es discontinua. Como:

2x -1 si x<0
)/:

2x+1 si x>0’ entonces:

im (2x-1)=-1; lim (2x+1)=1
x—0~ x—0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

Pagina 244

40 Se define la funcién f del modo siguiente: f(x) = {

a1

nx-1 si x>1
2x% vax+b si x<1

Encuentra los valores de @ y b para que la funcién sea continua y su gréfica pase por el origen
de coordenadas.

* Para que la grifica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser f(0) = 0, es decir:
f(0)=06=0.

* Para que la funcién sea continua (para x = 1, es una funcién continua), tenemos que:

lim f(x)= lim Qx?+ax)=2+a
1- x—1"

X —>

lim f(x)= lim (lhx-1)=-1 Han de ser iguales, es decir: 2+a2=-1 — 2=-3
x—1F x—1"

f(1)=2+a

Por tanto, si @=-3 y 6 =0, la funcidn es continua; y su gréfica pasa por el origen de coordenadas.

El precio de cada accién de una determinada empresa oscila entre 2 € y 8 €. La facturacién de
dicha empresa en bolsa depende del precio de la accién y viene dada por la funcién:

F 3+ Ax si 2<x<5
()= 53+2x+Bx* si 5<x<8

siendo F (x) la facturacién de la empresa en bolsa, en miles de euros, y x el precio por cada
accién, en €. Se sabe que para un precio de la accién de 2 €, la facturacién es de 7000 € y que
la funcién es continua. Determina las constantes A y B.

En primer lugar:

F2)=7—>3+2A=7—>A=2

Y como la funcién es continua:
3+54=53+10+25B—>3+10=53+10+25B—>B=-2
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42 El precio de compra de un producto varia segtin el nimero de unidades encargadas y esto queda
reflejado en la siguiente funcién:

5x si 0<x<10

Cl - {«/ax2+500 si x>10

a) Halla 2 para que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades que se

compran.
b) ;A cudnto tiende el precio de una unidad cuando se compra un niimero muy grande de uni-

dades?
a) Iim Clx)= Ilim (5x) =50

x =107 x =107

lim C(x)= lim +ax*+500=y100a +500
x —10% x —10*
C(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

41002 + 500 =50 — 100z + 500 =2500 — 100z=2000 = 2 =20

2 [Hn.2
b) lim & = Ilim Jax”+500 lim ¥20x7+500 _ V20 ~ 4,47 €
X —> +oo X X —> +00 X X —> +oo X
3
43 Considera la funcién f(x) = %

a) Estudia su continuidad.

b) Observa que f(-2) =-2/3, f(0) =4 y f(2) = -10. Razona si, a partir de esta informacién,
podemos deducir que el intervalo (-2, 0) contiene un cero de la funcién. ;Podemos deducirlo
para el intervalo (0, 2)?

¢) Encuentra un intervalo determinado por dos enteros consecutivos que contenga, como mini-
mo, un cero de esta funcién.

a) La funcidn es continua en IR — {1}, veamos qué tipo de discontinuidad tiene en este punto:

7 = I
Jim )= m == i s

, o 22 -5x+4 g 1
x[i>Wll+f(X)_xlz}%+ 1-x =

Por tanto, tiene f una discontinuidad de salto infinito.

b) En los extremos del intervalo (-2, 0), la funcién alcanza valores de distinto signo, ademds es conti-
nua en el intervalo, por tanto, por el teorema de Bolzano, la funcién tiene al menos un cero.

En el intervalo (0, 2), a pesar de que la funcién alcanza valores de distinto signo en sus extremos,
la funcién no es continua, por tanto, no se puede asegurar la existencia de un cero (de hecho, no
lo tiene).

¢) Volvamos al intervalo (-2, 0), en el que sabemos que la funcién tiene un cero:
7
f2) = _% fen=2%

Por tanto, en el intervalo (-2, —1), la funcién tiene al menos un cero.
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44 Dadas las funciones f(x) = x> + 32> -1 y g (x) = 6x, justifica que existe algiin punto en el inter-
valo [1, 10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

Se trata de demostrar si en algin x = ¢ del intervalo [0, 1] se cumple:
M) = F ()~ o) = 0

Veamos:

h(x) = f(x) — g(x) =0+ 3% —6x—1

Al ser polinémica es continua en todo R.

h(1)=-3<0

$h(10) =1239>0

Por tanto, por el teorema de Bolzano, en el intervalo [1, 10] 4 tiene algin cero y, por tanto, las fun-
ciones f'y g coinciden.

45 Demuestra que la siguiente funcién corta al eje X en algtn punto (¢, 0), donde c e (-1, 1):

o]

B+2x+1 si x<0

e* si x>0

f=1)=-2<0
f(1)=¢>0

Si demostrdramos que la funcién es continua en el intervalo (-1, 1), por el teorema de Bolzano, habria-
mos demostrado la existencia de algin punto (¢, 0) por el que la grafica de la funcién corta al eje X.

La tnica discontinuidad de la funcién puede darse en x = 0:
It = =

xi)n%_f(x) 0+0+1=1
i ==1

S Sl = ¢

Por tanto, la funcién es continua en (-1, 1) y existe algiin punto como el que buscamos.

Cuestiones teoricas

46 Dada la siguiente funcién:

x;‘* siOst%
fx) = 21
e si 5<xsl

observamos que f estd definida en [0, 1] y que verifica £(0) =—1<0 y f(1) =e! > 0, pero
no existe ningin c € (0, 1) tal que f(c) = 0. ;Contradice el teorema de Bolzano? Razona la
respuesta.

Segiin el teorema de Bolzano, si f es una funcién continua en el intervalo [, 6] y, ademds, signo de

f(a) = signo de f(b), entonces existe un c€ (4, b) tal que f(c) =0.

Veamos si se cumplen las hipétesis. Estudiamos la continuidad en x = 1,
lim = lim X*=4_=7 Como  /lim X lim X), no existe
x—(1/2)" /& x> (12" 4 8 x—>(1/2)—f( )= x—>(1/2)+f( )
2
lim )= lm ¥ = V4 7 .
x—1/2)7* f( ) x—(1/2)7* x—l>l;(,’12/2) f(x)
1

f(x) no es continua en x = 5
Por tanto, f no es continua en el intervalo [0, 1]; luego no cumple las hipétesis del teorema de
Bolzano en dicho intervalo.
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Da una interpretacién geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para demostrar que las
grificas de f(x) =x% + x2 y g(x) = 3 + cos x se cortan en algin punto.

Interpretacién geométrica:

Si una funcién continua toma valores con distinto signo en los extremos del intervalo [, 6], su gr-
fica «atravesard» el eje X cortdndolo por lo menos en un punto.

Consideramos la funcién 4 (x) = f(x) — g(x) = x3 + x> = 3 — cos x.
h(x) es una funcién continua en todo IR y lo serd en particular en cualquier intervalo real.
En el intervalo [1, 2] se cumple:
h(1)=—-1—-cos1<0
h(2)=9—cos2>0
Por el teorema de Bolzano existe al menos un punto ce€ (1, 2) tal que:
h(©)=0 = () —g() =0 —f(c) = g(0)

Es decir, existe al menos un punto c€ (1,2) en el que las grificas de f(x) y g(x) se cortan (ya que
las dos funciones toman el mismo valor).

Sea la funcién f(x) = x2 + 1. ;Podemos asegurar que dicha funcién toma todos los valores del
intervalo [1, 5]2 En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

Consideremos la funcién f(x) definida en el intervalo [0, 2]. La funcién es continua en todo IR, (y,
en particular, en el intervalo estudiado).

£0) =1
f@2=5

Por el teorema de los valores intermedios o teorema de Darboux, la funcién toma todos los valores
comprendidos entre 1y 5, es decir, toma todos los valores del intervalo [1, 5].

Si f(x) es continuaen [1,9], f(1) =-5 y f(9) >0, ;podemos asegurar que la funcién
g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]2

* Si f(x) escontinuaen [1, 9], entonces g(x) = f(x) + 3 también serd continua en [1, 9] (pues es
suma de dos funciones continuas).

* Si f(1) =-5, entonces g(1)=f(1)+3=-5+3=-2<0.
* Si £(9) >0, entonces g(9) =£(9) +3 > 0.
Es decir, signo de g(1) = signo de ¢(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe c€ (1,9) tal que g(c) = 0; es decir, la fun-
cién g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].

50 De una funcién g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que para 0 <x<1 es:

 Px
gx) = —
:Cudnto vale g(0)?

Como la funcién es continua en x =0 se cumple que ¢g(0) = [Zﬂo g(x).
X

2
lim g(x)= lim X% - lim xle+l) = lim (x+1)=1
x—0 x>0t X x—0* X x—0*

Luego ¢(0) = 1.
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[La justificacién de si las afirmaciones son ciertas o no, permite trabajar la destreza expre-
sion oral de esta clave].

:Verdadero o falso? Justifica la respuesta.
a) Si una funcién no estd definida en x = 3, puede ocurrir que lz'm3 fx)=5.
x>

b) Si f(x) es una funcién continua tal que f(x) <0 si x<3 y f(x) >0 si x> 3, no es posible
que lz’_r)n3 fx) =5.

5

¢) La ecuacién x° + x+ 1 =0 no tiene ninguna raiz real.

d) Si sabemos que f(x) es continuaen [a, b] y que f(a) =3 y f(b) =5, podemos asegurar que
para algin ¢ del intervalo [a, b] se cumple que f(c) =7.

e) senx+2x—1=0 tiene, al menos, una raiz real.

3

f) La funcién y = tgx no cumple las hipétesis del teorema de Bolzano en el intervalo %, 7

a) Verdadero. La funcién puede tener en x = 3 una discontinuidad evitable y comportarse de esa
forma.

b) Verdadero.
x<3, fx) <0 = lim f(x)<0
x—3"
x>3, f(x)>0 = lim f(x)=0
x—3*
Como la funcién es continua, el limite cuando x — 3 existe y, por tanto, los limites laterales deben

ser iguales. En consecuencia, [z'm3 f(x) =0.
X —>

c) Falso. En los extremos del intervalo [1, 0] la funcién f£(x) = x> + x + 1 toma valores con dis-
tinto signo. Al ser continua podemos aplicar el teorema de Bolzano y existe al menos un punto

ce (-1,0) tal que f(o) = 0.
El valor ¢ es una raiz real de la ecuacién dada.
d) Falso. No podemos asegurarlo porque 7 ¢ [3, 5].
e) Verdadero. Consideremos la funcién f(x) = sen x + 2x— 1 en el intervalo [0, 1].
La funcién es continua. Ademas:
f(0)=-1<0
f(Q)=senl1+1>0

Como toma valores con distinto signo, podemos aplicar el teorema de Bolzano y existe al menos
un valor c€ (0, 1) tal que f(c) = 0.

El valor ¢ es una raiz real de la ecuacién dada.

f) Verdadero. La funcién y =g x no es continua en x = % €

13_71]
4 4 |

52 Escribe una definicién para cada una de estas expresiones y haz una representacién de f:

a) xl’;’l’w fx) =3 b)xé;qrzoof(x)=—oo <) lz'né_f(x)=+°°
d) lz’n;f(x) =—o0 e) xli;nzaf(x) = 400 f) xlz’_r)nl flx) =4

a) Dado € >0, existe h tal que, si x<-h, entonces | f(x) - 3| <e.

b) Dado 4, podemos encontrar h tal que, si x> h, entonces f(x) <—4.

c) Dado 4, podemos encontrar § tal que, si 2 - <x <2, entonces f(x) > k.
d) Dado 4, podemos encontrar & tal que,si 2 <x <2+ 9, entonces f(x) <—+k.

e) Dado 4, podemos encontrar & tal que,si 3-8 <x <3+ 9, entonces f(x) > &.
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f) Dado €> 0, existe >0 talque,si 1 -8 <x<1+9, entonces | f(x) —4| <€

' Y
ALY
__________________ i.--.-----3 __.i__.J_.__.__.__.__.__.__..
' 5 i
It
—3: -2 -1 i 2 X
Pagina 245
Para profundizar
53 Rastreador de problemas. [La resolucién del ejercicio planteado se puede aprovechar para

trabajar esta estrategia de pensamiento].

Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x — +o°:

a) f(x) = x3 —senx

x2+

bg(s) - 25X

Ent (x)

X

c) h(x) =

d)ix) = 3x + sen x

* Ent (x) es la funcion parte entera de x.

a) Como -1 <senx <1, entonces:

lim (3 —senx)= lim x3=+c
X = +oo X = +o0
b) Como —1 < cosx < 1, entonces:
COSX _ p +1 -0
xwe (21 x4 2
c) Como x—1 < Ent[x] < x,
_ Ent[x 3 — Ent(x , Ent[x
x—1<J<£—> lim = =1< |/ []< im 1— | []-1
X X X X —> 400 X X —> +oo X X —> +oo X —> +oo X

d) Como -1 <semx<1,
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54 Calcula, si es posible, el valor de %2 para que cada una de las siguientes funciones sea continua

55

en x=0:
1—cosx . senx . xsenx .
si x=z0 si x=0 =22 sioxz20
a) f(x) = (e (e -1)2 b) gx) =1 |x| ) h(x)=1 tgx?
si x=0 k si x=0 k si x=0
a) f(0) =4
/zm f) = lim w=@5 I %=@E lim cos x _1
5o =12 (0) x20 2.5 _1) (0) x>0 2(*_1)42e% 2
Si k— , entonces la funcién es continua en x = 0.
b) 2(0) = 4
lim X -
[lm g(x) = /lmow= x—0 —X
=0 |x| im SERX _q
x— 0" —X

Por tanto, la funcién es discontinua en x =0 para cualquier valor de 4 ya que no existe el limite
en x=0.

o) h(0) =k

2.2
sz hx) = lim XSenx _ ©) H lop Senx+xcosx _ j., €05 X (sen x + x cos x) _
x—0 tgx2 (O) x—0 2x x—0 2x

- lim sz x2 < sen x + cos x)
x—0 2x 2

Si £=1, entonces la funcién es continua en x = 0.

Halla el valor de 2 y de b para que la siguiente funcién sea continua en IR y pase por el punto
(1, -2):

ax’> +b si|x|<2

J& =11

si|x|>2
L il

La funcién es par, ya que estd definida mediante dos funciones pares en intervalos de definicién si-
métricos respecto del origen. Por tanto, la continuidad en x =2 garantiza la continuidad en x = -2.

Como pasa por el punto (1, -2), se cumple que f(1) =-2 = a+b=-2.
Comprobamos la continuidad en x = 2:
fQ2)=4a+b
xli’)mz_(zLxZ +b)=4a+b
Jim, [0 = o L1

x—2" xz 4

Para que sea continua en x = 2, deben coincidir 44 + 6 = 1

i
Resolvemos el sistema:

a+b=-2 5 .

4a+b=% D aspb=—p

55



MNAYABACHILLERATO

Matematicas

—
56 En una circunferencia de radio 1, tomamos un dngulo AOP de x radianes. Observa que:

57

58

PQ =senx, TA=tgx y arco PA = x.

Como PQ < PA<TA — senx<x< tgx

A partir de esa desigualdad, prueba que lim "% -1,
x—0 x
Tenemos que sen x < x < tgx. Dividiendo entre senx, queda: 1<—*— < L 53X | e x
senx  cosx x
Tomando limites cuando x — 0, queda: 1= /im SnX 515 esdecir: lim X -1,
x>0 x x—=0 x

Aplica el resultado anterior para calcular los siguientes limites sin utilizar la regla de L'Hopital:
t;
a) lim €% b) lim X=SenX c) lim i ol d) lim 1-cosx
x>0 2x x>0 x x>0 x x>0 x2
. Senx by, 1o osenx _ 1 4. senx _ 1 {_1
R e I Sl B

b) lim X=SX _ [y <1—M> =1— lim "X _1-1=0

x—0 X x—0 X x—0 X

Z
) lim X~ g €0SX gy, (me-l ):1- lim —1—-1.1=1
x=>0 x x=0  x x=>0\ x  cosx x>0 cos x
— 2
d) lim d-cosx _ jy, u czosx)(1+fosx) = lim # =
x>0 x—0 x“ (1 + cos x) x=20 5% (1+ cos x)
2 2 1 1
sl S x <m) 1.1
¥20 32 (14cosx) *20\ x x—0 1+ cosx 2 2

Supongamos que f es continua en [0, 1] y que 0 < f(x) <1 paratodo x de [0, 1]. Prueba que
existe un nimero ¢ de (0, 1) tal que f(c) =c.

Haz una grifica para que el resultado sea evidente.

Consideramos la funcién g(x) = f(x) — x. Tenemos que:

* g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas en [0, 1].
* ¢(0) =£(0) >0, pues f(x) >0 paratodo x de [0, 1].

*¢(1)=f(1)-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ € (0, 1) tal que g(c) = 0, es decir, f(c)—c=0, o

bien f(c) =c.

f@) = ep-sfmmeee 00
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1

Calcula los siguientes limites:

a)

ex

lim —&%
x——oo log(x2+l)
_1
0 lim 07
c) xé;rizm 2x +1—4x*+1)

4 3
d) lim =13
x—0 xX—1gx
, x 0)
a) lim € = ( =
X2 og (x*+1)  (+o0)

b) 11'_7)}11 1% 5 Como es del tipo (1)**), podemos aplicar la regla:

lim (x)
x—1

o) lim (2x +1—y4x? +1) = (00) — (c0)
Resolvemos la indeterminacién multiplicando y dividiendo por 2x+ 1 + y4x% +1:

(2x +1— V45" +1) @x + 1+ 446’ +1) _ Qx+ 1) — (4’ +1) _

-y _ ((x‘l)'

2x +1+y4x* +1

4x

lim

2x +1+Y4x* +1 2% + 1+ y4x* +1

2 _
O o+ 14 da’ +1 2+ 44

& -(13)%* (0 H _ g 4 —x* (O H 126% — 2% _
d) lim = = s = = = lim L =
x=20 x-gx 0) x—0 1-(1+2g"x) *20 " x 0) x—0 —2tg x (1+1¢” x)
= lim = = [lim 5 5 5 =1
20 4o x—1g7 x 0) x—0 —(1+2g" x)—31g" x (1 +2g" x)
2
a) Estudia la continuidad de f(x) = = ; y justifica qué tipo de discontinuidad tiene.

X +3x

b) Halla sus limites cuando x — +co y cuando x — —co.

c) Representa la informacién obtenida en a) y en b).

a) La funcién es discontinua en los puntos en los que no estd definida. En este caso, en los puntos que

anulan su denominador.

5 x=0
=0
x“+3x <x=—3

Estudiamos el tipo de discontinuidad:

9_x2 =@=+oo
x=0 i3 (00

Si x>0, f(x)—)—oo
Si x> 0% f(x) >+
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, 9—x2 (0) , M(?)—X) , 3—x
. = - - - = ==-2
x1—>m33 43 (0) xl_)mg x (x+3) xl_)mza X

En x =0, tiene una discontinuidad de salto infinito.

En x=-3, tiene una discontinuidad evitable.

2
b) lm 22X _

x>0 2 3
9 _ x?

7 5 =-1
¥ m x4 3x

) Y\

3 a) Estudia la continuidad de la siguiente funcién:

X .
f(x)= 12 si x<0
ex

b) Calcula xinr:zw fy . lim_ f(x).

si x>0

a) La funcién no estd definida en x = —2. El dominio de definicién es R — {-2}.
Cuando x=-2 y x= 0 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.

En x=-2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito porque:

o . ()
xZWEZf(x)_xli)”zz x+2 0)

im X _ —too
x>-2" X+2
x
— o0

im =
xo>-2* x+2

Veamos ahora qué ocurre cuando x = 0:

f0)=1
lim " f 5= 0
lim fx)=1" =0 — No existe el limite.
x=0 lim ¢ =1
x—0*

Al ser los limites laterales distintos y finitos, en x = 0 tiene una discontinuidad inevitable de salto
finito.

b dn f0)= li e
/ _ , X
xé)njoof(x)_xgn—ioo x+2_1
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4 Determina a y b para que la siguiente funcién sea continua en x = 0:

€-x—a 4 ..o
[ = b sen x>
% si x=0

Por una parte, &= 0 para que la funcién esté bien definida.
'—x—a
lim f(x)= lim ——==%
x—0 x>0  }sen x

Para que el limite pueda existir, el numerador debe tender a 0 cuando x — 0, ya que eso es lo que ocurre
con el denominador. Por tanto:

0—0-0a=0 > a=1
, . &—x—1 _(0)H
le”O f(X) B lenO b sen x2 N (O) -
, Y 0)H , x 1
= lm — =1 =(—= lim ¢ =
20 2hxcos x> (0) 220 2h(cos x* — 257 sen x7) 26
1
0)-L1
JORS!
Para que sea continua en x =0, se debe cumplir que %ZZLb - b=1.

Si a=1 1y b=1, lafuncién es continuaen x = 0.

3
5 Dadala funcién f(x) = % +4, halla su dominio y obtén el valor que hay que asignar a f(x)
X+

en x =0 para que sea continua en ese punto.

La funcién estd definida para todo ntiimero real excepto los que anulan el denominador, su dominio es

R - {0, -3}.

Estudiamos su discontinuidad en x = 0:

lim (Lx - xi + 4) = lim <74x - xj + 4) = (%) +4(%)

*x=0 \ 3x+x x=0 \ 3x+x

Resolvemos la indeterminacién (%) aplicando Hépital:

o dx—x3 5 4x—3x*_4
x[Z)/nO 3x+x2_xlz>%0 3+2¢x 3
Volviendo a (*):

, by — x5 _4  4_16
xlgﬂo <3x+2x+4>_3+4_ 3

16

Asignando f(0) = 3 la funcién serd continua en x = 0.
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6 Dada la siguiente funcién:

= T
f(x) = sen <4 x>
demuestra que existe un c<€ (0, 4) tal que f(c) =f(c+1).

w(x+1) e X

4 4
Demostrar que f(c+ 1) = f(¢) paraalgin c€ (0, 4), eslo mismo que demostrar que existe ¢ € (0, 4)
tal que g(c) = 0.

Construimos la funcién g(x) = f(x + 1) — f(x) = sen

n(04+ 1) .

. 2

=sen ——sen0=—->0

4 2

2(0) = sen

-0
4
g2(4) = sens—n—senn=—£<0

4
La funcién g es continua en [0, 4] y signo de g(0) = signo de g(4).
Segtin el teorema de Bolzano, existird un c€ (0, 4) tal que g(c) = 0; es decir, existe un ce€ (0, 4) tal

que f(c+1)=f(c).

7 Considerando la funcién f(x) = x + e™, demuestra que existe algiin nimero real ¢ tal que

c+e =4,

f(x) =x+ ¢ es una funcién continua en [R. Calculamos algunos valores de f
f0)=0+e"=1 F(5)=5+e=5,007

Por el teorema de los valores intermedios, f(x) toma todos los valores del intervalo [1; 5,007].

Por tanto, existiri un 0 <c<5 tal que f(c) =4. Esdecir, c+¢ =4
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