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1.FUNTZIO BATEN LIMITEA GRAFIKOAN

Zeri deitzen deutsegu funtzio baten limitea x-en balio baterako?
edo

Noiz esaten dogu x-en balio baterako limitea existitzen dela?
DEFINIZIOA:

x-en balio baterako funtzioaren limitea existitzen da, x horretara hurbiltzen diren infinitu

balioetarako, funtzioak hartzen dabezan baloreak, balio zehatz baterantz hurbiltzen
badira.

Punturantz ezkerretik eta eskuinetik hurbiltzean funtzioak BALIO berberara heltzeko
joera badu, funtzioak aztertutako puntuan limitea daukala esan daiteke.
Hau da, albo-limiteen balioa bardina izan behar dau eta balio finitoa.

Hou da, ALBOKO LIMITEAK existiizen dira eta balio bera dute: J
m— limS@=lms@=1 > lim/&= g

e X—a X—a
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KASUAK LIMITEA FINITUA LIMITEA INFINITUA
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4 Deskribatu adar hauen limiteak:

a)

a) xé';;izm f(x) = —o0; lf,izz_ fx)=3; lim f(x)=—eo

x—-2*

xﬁﬂ_f(-’f) = + 00; xiﬂfr J() =—o0s lim f(x)=+eo
b) lm  fx)=—eos lim flx)=1; xliﬁaf(x*) =—co; lim_ f(x) = +eo
c) lim  f(x)=—oco;

Jom [0 = oo lim f(x) = —oo lim f(x) = —oos _lim_ f(x)=3




241.0orr1 1 Observando la grifica de f(x), di el valor de los siguientes limites:
Y I

a) x{t;rizm fx) b) .{1131 fx) c) fﬂi! f(x)
d) fm_: f(x) e) x[_t}rr_tl f(x) ) hm fix)
Q) lim f@ b lm £ ) lim_ f(x)




Ll [0+ £ = Ji [+ Jim g =a+b

2. lim [f(x)—g(x)] = I.I!L?:i:z If{:-:} — I.E;:r_r Ig{:::] =a—b

x—»l"1

3.1
o LIMITEEN
4.5+0 bada, lim i:iri ] Eﬁ I|1g{xfl 4 ARTEKO
5. f(x) > 0 bada, Ifi"m ILf{x]f{ﬂ] - [:Eﬁ*’ fx) ]xiﬁ? &0 _ b E RAG | KETAK

6. 7 bakoitia bada

cdo > ln U -y, [~
n bikoitia eta f(x) = 0 bada |

3. lim [f(x)-g(x)] = Itﬁ&:@ :flf:r:r] - dim glx)=a-b

x—>0 1 x—» 1%

7.00>0 ea f(x) >0 badira, I.ﬂin_r I[fﬂrgmflfx}] = logy | lim If(x]] = logy, a

x—¥l



BATUKETAK BIDERKETAK

(+22) + ([} = (+2=) (+29) « (+o2) = (+22)

(+22) + (+20) = (+o0) (+22) - (—o2) = (==0)

(—oo) + (1) = (—=2) [ =0 bada, Hmj:l:“ = (1) 3 o 2
(o) + (o0) = (o0

-0 ERAGIKETAK
(=) = (+0) [ < 0 bada, (—oo)- (1) = (+00)
ZATIKETAK BERREKETAK L | IVl I T E

[f-?]l _ (D} {+"—"‘*:'J (#0a) _ {+-;:::::J
(£o0)
INFINITUEKIN
% ~ (to0), [+ 0 bada [>0 bada, (+o0)?) = (+20)

[ <0 bada, (+22)? = (0)

_ (200) [+0 bada, (N = (1)




4. INDETERMINAZIOAK

Eragiketa baten parte hartzen duten funtzioen limiteak bakarrik jakinda emaitzari limiterik ezarri
ezin diogula onartzea. Limite hori lortzeko ikerketa sakonagoa egin behar da.

Indeterminazio kasu ohikoenak:

(0) (£0)
ol (+00)-(+oo) (+2)-(0)

(+29)©@  (0)® (1)) (1)




S (se0)-{+2) (+ =)0
(+2)@ () (D)= (DT | 2 45 4o doanean f(x) — +0, g(x) 4, h(x) — o0, #(x) = 0 badoaz, ahal den kasuetan, esan
honako adierazpen hauek zer limite duten x — +oo doanean:
Q) f()-hlx)  b)f AfE@+h)  d)f* e) f(%) - h(x)
o =llifor ) w3yt DWHE  WEAEPE i) g ) 4@
k) f(x)/u () 1) /() u(x) m) g (x)/u (x) n) x + f(x) f) f(x)h
0) x + h(x) p) h(x)" q) x* ) )+ %) s) ) - A




220)1

1 x = 4 doanean, honako emaitza hauek lortzen dira:
f(x) = +o0, g(x) =>4, h(x) > —o0, u(x) >0
Hurrengo funtzio hauetako zein dira indeterminatuak
x — 4 doanean? Kasu horietako bakoitza aztertuta, inde-
terminazioa badago, esan zer motatakoa den; eta ez bada-
go, esan limitea zein den:

a) f(x) + h(x)
0) )™
C') f(A) 1u(x)

g) [g(x)/4)/®

(0) ()
(0) (£)

b) f(x)/h(x)

d) f () (+20)©@  (0)©®

f) u(x) h(x)

h) g(x) f(x)

(#00)-(+o2)

(1)(+°°)

(+)-(0

(D™



5. INFINITUEN KONPARAZIOA x =>+oo

Goragoko ordeneko infinitua x=> oo

. e . 3 A 413
Berreketetan: maila altuena dauka da goragoko ordeneko infinitua. Adib: /i 2 - fim 2 - i
o Qinarri bereko bi polinomio ordena bereko infinituak dira. ¥wee Sx X7 Sy
Funtzio esponentzial:1 baino oinarri handiagoko funtzioa izango da goragoko ordeneko infinitua. Ji; 27 -

x—=+= 1000-1,5%
Adib: .

o Qinarri bereko bi esponentzial, ordena bereko infinitu dira. Adib: 100 . 2% eta 0.01 . 2%

Gorako ordena definitzeko:

1. Esponentzialak

2. Berreketak

3. Logaritmoak (1 baino oinarri handiagokofogaritmoak) 223)1,2

log, x < V/x < x%2 <3x°><1,5% < 4%

INFINITOEN ORDENAK
Batuketa bat izatekotan batugai ordena handieneko batugaiaren ordena. LANTZEKO 241 .3:

241)4,7,9 (ERROAK),6
E DAITEKEZ
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f(x) = logy(x)
g(x) = logo(x)
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log, x < X < x? < 3x°<1,5% < 4*

3. Infinituen konparazioa

Konparatu infinituen ordenak eta ezarri
limitea honako adierazpen hauei:

a) lim (10.\2 — X2 — I)

X =» 400
3
b) lim g (=" +1)
X400 10.\.2 ik
c) lim >

x=pxee fog (x> +1)

d) _lim ( = f:)

X =2+

Etxerako 223)1




223)1 Proposatutako ariketak

1 Eragiketarik egin gabe, esan zein den honako adierazpen

hauen limitea x — +c doanean:

a) (x2 ~32x+1 ) b) (x2 - 2%
c) \/x2+l—& d)3*-2*

e) 5% —Ax8 -2 i logs x4




6. LIMITEAK x = oo DOANEAN

6. 1 POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA (batx1)

6.2 BESTE ZATIDURA BATZUK (adierazpen errodunak)
6.3. ADIERAZPEN INFINITUEN ARTEKO KENDURAK

o |. BEGIZ JOTA IKUSTEN DIRENAK
o |l. ERAGIKETA EGIN DAITEKEENEAN
o |ll. ERRO KOADRATRIKOAK DAUDENEAN (bider eta zati konjugatua)

6.4 BERREDURA BATEN LIMITEA (errazak)
6.5 e ZENBAKIAREKIN ERLAZIONATUTAKO BEREHALAKO LIMITEAK (1 + i)x

6.6 (1) MOTAKO ADIERAZPENAK _/im_f()-1 et lim_ g(x)=+e= badira, orduan:
lim  F)E0 — = e -11-(

X —¥4om



6. LIMITEAK x = o= DOANEAN

6. 1 POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA (gogoratu ihazko ariketaren batekin)

ny -
(v) = @xPraxl™ +...
f bxd+ b9 14,

zatikiak honela jokatzen du: % xP—19,

* p>gqg bada, [lim f(x)=2ece (limitearen zeinua a-ren eta b-ren zeinuen arabe-
X —F 4o .
rakoa izango da).

* p=g bada, [im f{x}=§

X —F 4o

* p<gq bada, Iﬁ?irwf{x}=ﬂ



BIRPASO BATX 1
LIMITEA x—>o DOANEAN

FUNTZIO POLINOMIKOEN LIMITEAK

Adibidez: x¥ — +oo doanean, funtzio polinomiko baten limitea +e= edo —eo da, mailarik

handieneko gaiaren koehzientea positiboa edo negatiboa den kontuan harrura.

lim (3x% —5x%) = 100

X

lim (=52 + 77+ 9) = —
X —» oo

POLINOMIKOEN ALDERANTZIZKO LIMITEA

ﬁdihidfz, E!r.i':.i.’f 3 I 3 = D. P(x) funtzio polinomiko bat bada, orduan x.:.’{:ii.aw 1’3%:4:} = 0.
Xortm Dy — %%+ 3




LIMITEA x—>eo DOANEAN

FUNTZIO ARRAZIONALEN LIMITEAK P(x)/Q(x)

m . 5x°—6x+38
L) _ax™+... funtzio arrazional batean: lim =5

fix) - Qlx)  baxm+... X—>+00 X2 —§

* P-ren maila > (Q-ren maila bada (hau da, m > n), orduan lim f(x) = oo,
X —» o

. - . i .
Emairzaren zeinua E—TEH Zelinua CLL

* P-ren maila < ()-ren maila bada (m < n), orduan If{?fm flx) = 0.

* P-ren maila = ()-ren maila bada (m = n), orduan .I,'?_?ﬂ flx) = Lé

X —6x+1

lim = +—on
X—>—00 X—3




3
.o x'-1
lim ——=0
X—>+0 X
2
X —6x+1




LIMITEA x—>-oo DOANEAN

n bikoitia bada, [im x" = +e0; eta n bakoitia bada, /[im x" = —eo.

X — —oa X — —oo

lim (3x> =5x%+7) = lim 3x° = —co

X — —ca X — —oa

lim f(x) = lim f(-x)

X—>—00

Zeinuaren erregela kontutan hartuz eta behar den moduan erabiliz, funtzio polinomiko eta
arrazionalen limiteak kalkulatzeko prozedurak x = +oo doanean ikusitakoen berdinak dira.



LIMITEA x—>oo

2
k) Iim kS

X = o0 (.IE — 1')2 -

D lim 2xx—1) _
x—i%m (x + l) (.%"l‘ 2)

) 4.x9
) Hm o3 1T
n) lim =

x——0 2X+ 4

Fitxa 28.orrialdetik
hartuta



6. LIMITEAK x = o= DOANEAN

6.2 BESTE ZATIDURA BATZUK
Vax™ + - R/a-x™PModuan hartuko dugu.

Kontuan eduki behar da a<0 eta p bikoitia deneko

Kasua ez dago definituta.

: Sx2 — 2x . 5312 ; 5
lim / : = = [lim { = lim L 12 _ o
X =+ o0 2x+5 x—+e0 2y x>+ )

f(x) = +v—6x

20

—40

=30




6.3. ADIERAZPEN INFINITUEN ARTEKO KENDURAK

I. BEGIZ JOTA IKUSTEN DIRENAK (223.0orr 1.) ( 5t )
. E}?isw kz_ —1,5% | = —c= 1 baino oinarri handiagoa duen esponen-
|nfinituen kOI’] para ketak x“—1 tzial bat berretura bat baino ordena han- ™\

diagoko infinitua delako.

Il. ERAGIKETA EGIN DAITEKEENEAN

x{;}mw( 2*;::35*" _ b.) - lim_ 27 _521?[“3] = lim_ ;.]+h 1 1;"*&-,

223.0rr 2.

Ill. ERRO KOADRATRIKOAK DAUDENEAN Bigarren eta

Konjokatuarekin biderkatu. hirugarren
kasuak
£ gL f+ gd] (92— g()? S
x)— gl flx) v glx x)° — glx | : (P )({Fwe)
A F+ g0 F@ g0 clin (B xmx) = iy (S -




223.orr 1.
eta 2.

Proposatutako ariketak

1 Eragiketarik egin gabe, esan zein den honako adierazpen
hauen limitea x — +eo doanean:

a) (x2-3¥2x+1) b) (x2 - 29
c) ‘/x2+1 —Jx d) 3¥-2*
e) 55— 38 -2 f) Jx — logs x4

2 Kalkulatu honako adierazpen hauen limitea x — +oo
doanean:

a) 3x°+5 40 —x 2 x
x+2 x—-2 2x2+1 2

d) yxZ+x—yx2+1
f) yx+1—-yYx+2

3x+5 x2-2
9 2 x

e) 2x— yxt+x

(logy x < yx < x? < 3x% < 1,57 < 47

INFINITOEN ORDENAK
LANTZEKO:

241) EGIN DAITEKEZ
4 ordenak
7,ordenak

9 (ERROAK),
6(ordenak



log, x < Jx < x4 <3x°<1,5% < 4%

x-3 5-x

241)4171916
EGIN nCalcula el limite de estas funciones cuando x — +oo:
= 5x2—2x+1 _ x+logx
DAITEKEZ a) f(x) = T 1? b) g(x) = Tog 5
o 3424 327
C) b(x)— a1 d)l(x)_ o
' 2 -1 2x+5
T 31 £) k(x) =
AR Rt e
g) l(x)=2%-3" h) m (x) = x? x?




241.orr  J Kalkulatu limite hauek:

a) N ﬁ'”m 21121 b) ) _/i'llm (1,5 —x?)

e (es2) 0,

e) lim_ ( — ?“‘ *‘) £) lim_ (¥ —{x*+2x)
ot (12-25) W s (E24]




233.orr © Lortu limite hauek:
Q) lim (37 +2x—x? ~4)

b) lim (x*+1+x

X —>—o0




e ZENBAKIA

lim {1+—] -Kalkulatzerakoar 1~ .lortzen da, ez dana 1

K—rtoo b4
1 3

1+—#1 dalako edozein x-ren baliorako. T —— T

X P i

-Funtzioa ulertzeko balio bat betetzen dogu e

X 1 [ 2] 3] 4 5 6 7 8 o [ 10

X
f(x):(1+l} 2 2252372441 | 2,488 | 2,521 | 2,546 | 2,565 | 2,581 | 2,593
X

X 10° 10° 10° 10° 10° 10 10°
f(x) 2,7048 | 2,7169 | 2,7181 | 2,71826 | 2,71828047 | 2,71828169 | 2,71828179
-Funtzioa astiro hasten da, gorakorra da eta 1%
L _ - 2| =e=2. 5235 3527...
bere limite balio finito bat dauka: e Kl_lffm[” x] e =2,7182818284590452353602874713527
f(x)
- Bardin gertatuko da limitea +o~-ra jotzen lim f(X)=+ee = lim [1+f—J =e
dauan besteekin o ol 10



https://www.youtube.com/watch?v=Z5czpA-fyMU

6.6 (1)MOTAKO ADIERAZPENAK lim f(x)=1 e [im g(x)=+co badira, orduan:

X =3 4o X— 4o
- ] — 1] - glx)
. x24x-1)\3%"1 - ' glx) _ Ifﬁ'u [f(x) i 4
lim (557 =1 Hm f = e

225. 5.ariketa




Proposatutako ariketa

S Ebatzi limite hauek aurreko erregela erabiliz. Gero, ebatzi
ariketetako bat urrats guztiak emanez:

D Jim (

X —4oo

3x+5
3x -1




x+1

x—7
6 Kalkulatu: /lim (xl—?'x+4)

xr—7 x—3




7. LIMITEAK x = "o DOANEAN

x{j;:rism (x2—5x+3) = Iét;ri?m [(=)% = 5(—x) + 3] =

= lim (x?+5x+3) =400
X —F+ea

Jim () = lim f(=x)

227 orr. 1 eta 2

{:;'m V537 + 732 + 8 ez da existitzen
x — o

: %,.3 _ : a3
xi:;?i.:m (3x?+ 2x—1) = xE}?i;m [3(—x)” + ..

]




Proposatutako ariketak

1 Eragiketarik egin gabe, esan zein den honako adierazpen
hauen limitea x — —oo doanean:

a) x2 =3 2x+1

) x%—2%
e) 2% -3~
g) 2% — x2

i) Ax+2 —x2

b) x2 + 2¥
d) x2 -2
f) x° =1 -5
h) x2 — {x¥ -1

]} FX_ QX

& Kalkulatu adierazpen hauen limitea x — —eo doanean:

2) 3 +5 _413—x
x+2 x—-2

) '."x2+x—~.l’x2+1

e) 1,‘x2+2x + X

g)( _i)5x+3

X

® _x
b) 2x% 41 2

d) 2x + Yx*+x

f) (1+i)2x

X

3x -1
x2+x—l)
[ A T
)( x*+2




9. LIMITEEN KALKULUA x=>c

POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA (BATX1)

IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN EZ BADA

Plx) Pl
QM QW

Qlc) = 0 bada, Iln

IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN BADA ETA ZENBAKITZAILEA EZ

Pc) =0 eta Qc) =0 badira, orduan Ilm

=xo0

Q()

Kasu hauctan, alboko bi limiteak aztertu behar dira. Horretarako, kalkulagailuaren
laguntza erabil dezakegu, P(x)/Q(x) zatidurak ¢-tik oso hurbil dauden puntuetan
zer zeinu duen ikusiz, bi aldectara. Adibidez, ¢~ 0,01 eta ¢+ 0,01 puntuctan.

BAI ZENBAKITZAILEA ZEIN IZENDATZAILEA BALIOGABETUTA

Xe) =0, Qo) =0 badira, orduan zatidura sinplifikatu egin daitcke zenbaki-
tzailea era izendawzailea zati (x—¢) eginez:
Plx) = (x=¢) - Py(x) Qx) = (x~¢) » Q(x)

(x=0- P (%) Py

/ml / ] li

Q( ) Fx-0Q T e QR

Limite berri hau aurkitzeko, hiru kasuctako zein den aztertuko dugu.

£Z DA
INDETERMINAZIOA

K/O INDETERMINAZIOA
ALBO LIMITEAK

0/0 INDETERMINAZIOA
FAKTORIZATU ETA
SINPLIFIKATU

P(x)
o Ko [
i Plx)  Plo)
Qx)  Qlo)
BAI
lin Px) .
im @ - +00
BAI
Pi(x) = P(x) : (x—¢)
Qi(x) = Qx) : (x—10¢)




LIMITEA PUNTU BATERA DOANEAN x— C

x balio batera hurbiltzearen esanahia:
X-k c-rantz jotzen dau ezkerretik zein den funtzioen portaera c¢ punturantz ezkerretik hurbiltzean

x —3 ¢ adierazpena honela irakurrzen da: «x c-ranrz doa ezkerreriks. x-k etik
gero eta hurbilago dauden balioak hartzen diruela esan nahi du; e-rik nahi bezain
hurbil daudenak, baina beri ere ¢ baino mxikiagoak direnak.

x-k c-rantz jotzen dau eskumatik zein den funtzioen portaera c punturantz eskumatik hurbiltzean

x — ¢ adierazpenak (x crantz doa eskuinetik) x-£& erik gero era hurbilago

dauden era beti ¢ baino handiagoak diren balioak harrzen diruela adierazren du.

x-k c-rantz jotzen dau zein den funtzioen portaera c¢ punturantz hurbiltzean (207orr)

lim fl(x) = t'z'mr f(x) =1 bada, ;’z_}?zr flx) = [ dela esaten dugu.

X—=r X=0r
Eta berdin, alboko bi limiteak +ec edo —eo direnean.

Alboko bi limiteak bat ez badatoz, J‘.{z_':l*:r;;' flx) ez dela existitzen esaten da.



LIMITEAREN KALKULUA x— ¢

LIMITEA FUNTZIOA JARRAITUA DEN PUNTU BATEAN

flx) adierazpen analitikoaren bidez emanda dagoen funtzio bat bada eta
x = ¢ puntuan definituta badago, orduan:

Jg:'_ﬁ flx) lortzeko, f(c) kalkulatuko dugu

/3

lim sinx=sin X = X2

x —mf3 3 2



ZATIKA DEFINITURIKO FUNTZIOEN LIMITEA

, filx), x<¢ , .
Azter dezagun flx) = £, x>c sistema, f(x) eta f5(x) tunrtzio jarraituak izanik.
2 3

m Kalkulatu /im f(x) eten-puntuan
f1 eta f, jarraituak direnez, fz'n?_ f(x) = f,(c) eta ffm+ f(x) = f5(c). Beraz: :

a C
X —= A[’-’.”[ f](x) _ \/11”( fz(x)

* f1(0) = f2(c) = / bada, orduan lim f(x) =L
* f1(c) = f,(c) bada, orduan limitea ez da existitzen.

m Kalkulatu /im f(x) eremuko beste puntu batean

Limitea lortzeko, honela jokatuko dugu:

a < ¢ bada, g.z_}:?g fx) = f,(a) b > ¢ bada, fim&f(x) = f>r(b)

/




P(x)/Q(x) BI POLINOMIOREN ZATIKETA

IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN EZ BADA

Plx) Pl
QR " QW

Qlc) = 0 bada, lmz

IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN BADA ETA ZENBAKITZAILEA EZ

Pc) # 0 eta Qe) = 0 badira, orduan [im Q((;)

Kasu hauctan, alboko bi limiteak aztertu behar dira. Horretarako, kalkulagailuaren
laguntza crabil dezakegu, P(x)/Q(x) zatidurak ¢-tik oso hurbil dauden puntuetan
zer zeinu duen ikusiz, bi aldeetara. Adibidez, ¢- 0,01 eta ¢+ 0,01 puntuetan.

BAI ZENBAKITZAILEA ZEIN IZENDATZAILEA BALIOGABETUTA

MNe) =0, Q) =0 badira, orduan zatidura sinplifikatu egin daitcke zenbaki-
tzailea eta izendatzailea zati (x—¢) cginez:

Ax) = (x=¢) - Py(x) Qx) = (x-¢) - Q,(x)
( ) / {4\ () I)J(f\) ll l(\)

/:m

Qix) e (x=0)-0Q,(x) c Q%)

Limite berri hau aurkitzeko, hiru kasuctako zein den aztertuko dugu.

—| [im

P(x)
x—=¢ Q(\)

EZy . PW _ P
0® ~ QW

BAI

@ lim = 400

BAI

Pi(x) = P(x) : (x—¢)
Qi(x) = Q) : (x—¢)

Y

P|(\) Plx )
Q,(x) = Qx)




POLINOMIOREN ZATIDURAREN LIMITEA x=2c¢ P(x)
x —=c ()
O(c) =0 Q(c) =0 O(c)=0
P(c) =0 P(c))=0
lIim P) _ K INDETERAMIN. lim Plx) _ O nDETERAMIN

P(x)  P(c)

Oix)y=x+1

P(x) P(1) 1°+2 _3

o)

lim 5 5 =0om = 131

|

— O =1+1=2=0

2

7N

x e M) 0

ALBOKO LIMITEAK KALKULATU

. P(x)y
lim -5 ==

. P
!_1““ oy

X —E

- P x) .
lm 55— = ‘

x e M) 0

FAKTORIZATUETASINPLIFIKATU

(2c — B () . B (=)
= lim
x e A (=)

Iim ——5o e ~

- i

(AL




POLINOMIOREN ARTEKO ZATIDURAR

. P(x)
lxII:-I} O(x) Adibidez:

—

1 Q(X) — 0 lim'Sx + 1 >
. x-2 2 —X
(BI arazo sortu <
daitezke: 9 Q(x) =0 eta X2 _ 4

P(x) =0 lim [ )

A




POLINOMIOREN ZATIDURA Q(x)=0 1; P ()
AN 56
] x? —3x (—1)° —3(-1) 4
_ — —_ INDETERMI I0A
1.Qx)=0 Ix'ﬂl] x?—2x—3 (-1 —-2(-1)-3 O NAZIO

Alboko limiteak «aikulatu behar dira

X =-—1,001 |
i x? —3x (—1,001)° —3(—1,001) + |

Ilm 2 . — 2 — + = +0 ol

v>1- X°—2x—3 (—=1,001)° —2(-1,001)—-3 O

X = —0,999 R RY
i x? —3x (—0,999)° —3(—0,999) +

Iim = ) = —o0

I x> —2x—3 (-0,9997 —2(—0,999) -3 0




POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA Q(X)=0 eta P(x)=0 | ]jy 22 -2

x—e CNx)
ey = D eir Frmese =e28 (3 =33 _9 |\DETERMINAZIOA
P(x) =0 x>z X2—2x—3 (3 -2(3—3 O

zendatzailea eta zenbakitzaileak faktoreetan deskonposatu
eta zatidura sinplifikatu

T X* —3X i X(x —3) i X 3
M e 2x—3 Mo inx—3 "M ™ 2
- X 3
beraz, = —
hm 5 =5




POLINOMIOREN ZATIDURAREN LIMITEA x=2¢ P(x) it 98 orrialdetik
I'tXa .orrialaeti

Iim——

x = O(x) hartuta
. 2x%—-8x+ 6 _

) ":I—>3 X =2x— 3

1
D i ——0=
) xiﬂh (x + 1)?

L i A
m) flim > =
x—=>-2 X +4x + 4

~3x%+3x-1
s) lim =
=1 x3 42 + x — 2

Liburuko 12.ariketa
(0/0)




233.0rrialdetik

12.ariketa
,  x*—-T7x+6
a) lim
x—1 1—-x

, S _4x2¢5x-2
b l X +
) Jim (P -1) (x—2)

, 3x% +5x +2
x&gfj 9x2_4

c)

2
d) lfm X +3x—10

x—2 xd _x? _8x+12




INDETERMINAZIOAK x-> C DOANEAN (lib 222.0rr)

POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA, (0) INDETERMINAZIOA (BATXI 1ean ikusitakoa)
(0)

Ikus ditzagun adibide batzuk:

m Polinomioen arteko zatidura, © indeterminazioa 1. lim x4 _2 _ 1
P 0) x=3 3 +2x%+5x+10 70 14
lim . e ©0) . +Dx=2) . x—-2 4
- 2. I = 1 = fog, S=2 =4
¥=e Qlx) x50 O +2x*+5x+10  (0) x52 (x+2)(x*+5) x50 x*+5 9
. Plx) Plc . —
e Q(C) = (0 bada, orduan ,llm. () = (0 (ez da indeterminazioa). 3. lim 7x2+3 = (4) = +oo (Kasu honetan, len eskuinera —oo da, eta ezke-
X = Q(x) Q(c) x>l x2_5x4+4 (0) _—
* () = 0 bada, bi kasu gerta daitezke: o
— P(c¢) = 0. Orduan zatikia sinplifikatu egin daiteke, zenbakirtzailea eta izenda-
tzailea zati x — ¢ eginez, eta hau lortzen dugu:
. Px) . Pi(x)(x-0) . Pi(x)
lim —<—<= lim = lim ——
x=¢c Qx) x=c Qix)(x—0) x-¢ Q%)
— P(c) 2 0. Orduan limitea +oo da. Limitea desberdina izan daiteke c¢-ren
ezkerrera eta eskuinera. Hori jakiteko, ¢-tik hurbil dauden x-ren alde bateko
eta besteko balioetarako zatidura zenbat den lortuko dugu kalkulagailuare- 230)3

kin.




BESTE ZATIDURA BATZUK EE;
Eragiketak eginez:

[ JI 7.\.’ (0)

im

x—2 _q.xl (} (0)

22 T 64 . -
JPex—6 Vo263 w-230e3)° Ve-2@3>— 7 -
(albo limiteak)

3/ 2 . lim  f(x) ez da existitzen
im = [im

X2 1'x2+\. 6 "‘_’11' (x=2)(x+3)3

lim f(x)=+o0

x—2

230)4




0)

BESTE ZATIDURA BATZUK — 0
Eragiketak eginez: ¥2-20 _ Ya-2)x Y-22x2 ] 22 6\/%= indeterminazioa
Jlixv—6 *."I[x"—l}[xw?}]l x—2)3(x+3)3 V(x=-2)(x+3)3
" f (albo limiteak)
3f 2 0
lim i ad Er. - { :I lim  f(x) ez da existitzen
x—+2 -|,|'J:‘1+.1:—f1 (0) -2 [( i x—2 L
lim = lim 6
x—=2 f2 6 x=22Y (x=2)(x+3)3 fmé fix) 230)4
KENDURA (+90)-(+ o0)
: X2 =6 x2_6 x ‘_ . oxt—G6—x (0)
i, [x(x—B) —3] (o) = (o) I |63 563 )" e O
231)5
o dx=3)(x+2) . +2 _ 5
B xfﬂ?ﬂ- x(x—3) xjﬁij xr 3
(1) °>MOTAKO ADIERAZPENAK
(alkulatu: xjﬂ}ﬁr f(x)=1 eta frm ¢(x) = +oo badira, orduan: . 233)6
' —Tx+4 "~
Jim [f6 -1 gx lim ( Txed
. (%) _ x—>7 x=3
rfﬂsz(x}g il




Proposatutako ariketak

230) 3 Kalkulatu limite hauek: 4 Kalkulatu limite hauek: (O/ 0)
4
Q) lim ECBERRAS g 0 -5xal Q) lim Y23 by lim VX=X
(0/0) x=>-1 x?_6x-7 x =4 334 2x% —3x x=-3 33 4352 =1 24 x-2

231)12




Proposatutako ariketak

x+1
. ; x2_5x+2 x3+2x+1 ) . (x2_7x+4)x—7
5 Kalkulatu: xh—r>”0( Foe . oy ) 6 Kalkulatu: xlz_r)n7 ==
Etxerako 241)12 erroak

241) 11 eragiketak
241) 13 1linf--< formula




T lkulatu era adierazi lortutako emairzak.

a) lim
x—»1

21 I
x-1)2 x(x-1)
b) lim l 3 - |

22 |2 5546 x-2

MKalkulam eta aztertu alboko limiteak beharrezkoa denean.
a) lim (1_7 ‘“3_"‘)

x-2

x—2

-
. 1x+9—3‘
v fm, (257)

J—
A lim |-¢1+x—Jl—x|
x—0 3x

15 xakulaw.

1 1

a) lim (x2+l ); b) lim (Z.MZ—.SC—I)"E_2

2x+1

x—0




10. UHOPITALen ERREGELA un/® -9 wup ynf® _2=

- gx) 0 x> g(x) oo
lim A motako limiteek (20 kasu horretan —oo, +o0 edo zenbaki bat iza-
x—=>0"1 g(x} i ! Ad|b|dea
. () (00) . . N 3x242x-16 0
nik) — edo motako indeterminazio bat ematen badute, zenbakitzailea — =
© “ o) ez o
xX—2

eta izendarzailea deribaruz eta deribaruen arteko zatiduraren limitea kalkularuz lor
daitezke (baldin eta existitzen bada).

Batzuetan, lehenengo urrats hori eman ondoren, beste indeterminazio bat ager- x—2 ¢ (x) x—2 2x-1 3
tzen da era, beraz, berriro egin behar da prozesua.

o . .14
(o0) — (s0), (1), ... motako zenbait adierazpen nahikoa erraz jar daitezke zatidu- Bila gabilzan limires 3 da.

ra moduan, ondoren L'Hapitalen erregela erabili ahal izateko.

232 orr adibideak eta®33orr ariketa
2420rr 14



Proposatutako ariketa

1 Kalkulatu limite hauek I'Hépitalen erregela erabiliz:

. 3 4252 . X 4x—1 . sinx(1+ cos x) -
x° +2x° +x e+ x
) x[—z;?il W rxt—x—1 b) xjino x2 c) xlﬁgﬂ X €05 X d) xfgﬂ{] sin x
2_ pr—
e) lim (cosx + sin x)V* £) lim (1-=2Y% g) lim (3—x)2f(x2_4] h) lim Ax-9-4
x—=0 X—F+oo x—2 x—=5 x-=5




latzeko:
a) lim 41
O lim Sinx
x—=0 1—cosx
o lim arctg x — x
x=0 x—sinx
In (cos 3x)
g) x;i”ﬂ xz
_ 2
) lim 1—cos Z(Z.r)
X —r X

k) lim 1—vcos x
x—=0

1? Erabili UHépitalen erregela honako limite hauek kalku-

b) lim In(e* + x7)
x—=0 x

d) lim £=6°
x—0 X

£) lim &

x=0 1—cosx

. In(l+x)
h tim, 43

J') lim (x—.ifnx)

x—=0 \ xsinx

I tgx—8

im =
x—=ul2 secx+10




3. FUNTZIO BATEN PUNTU BATEKO
LIMITEA. JARRAITASUNA

f(x) funtzioa jarraia izan dadin x = ¢ puntuan, hiru baldintza hauek bete behar dira:

1. Funtzioa definituta egotea x=c puntuan f( c )=b

2. Limitea existitzea x= c denean (albo limite bardinak ian behar dira)
lim f(x) = b
° lim f(x) =D 1 x=c

X—>C—
o lim f(x) = b

x—c*t
3. Limitea eta funtioaren balio x=c denean, bat etortea

lim f(x) = b = f(c)

229orr



ETEN MOTAK

JAUZI/ADAR INFINITUA PUNTU BAT FALTA

' 1
10 | . ' o
) 1
|
I
5 1
8
! 1
| 1
R I B i
I ! 4
i
I & 1
4 I i
I 1
| o |2 ?
2 | 5 —4—4\ aaaaa )
1
| i
i 2 3 3
;” 1 R - Z o 2 4
] 4 L] a
1
I " ,
I i 2
| 1
" L |
1
5 =

JAUZI FINITUA PUNTUA

& \ MUGITUTA DAGO "




ARIKETA: AZTERTU JARRAITASUNA

Irudikatutako funtzioak ikusiz, esan zein den funtzioen limitea x=3 punturantz
hurbiltzean ezkerretik eta eskumatik

h




] A
T
\f-

A

/

3 ) N g
J W

f(3)=4 f (3) :\5, Ezdagodefinitutaf (3)
lim f ()=4 T 1ES== lim  (x)=+o0
s 3" - x—3"
lim f (x)=2 i 100=5 I 7 (Gg=se
X—>3 - 5

lim f (X)=5=lim f(» ) =lim f
lim f()=4=lim f()=2 = = = % LRSS
X3 X3 f(3)=1lim f(x)=5

JAUZI FINITUA JARRAIA DA

ADAR INFINITUA
(asintota bertikala)




Ezdagodefinitutaf (3) =g

Zdagoderinituta .

o lim f (x)=4

lim f (X)=— o

e lim f (x)=4

lim f (X)=+o0 ! . .

x>3 lim f(xX)=4=lim f(X)~>lim f(x)=4
= f(X)-‘;ﬁ = f(X) X—2 X—2 X—>2

ILrp |Iﬂ1 f(2=6=|im f (X)=4

ADAR INFINITUA PUNTU MUGITUA

(asintota bertikala)




7 | Aztertu honako funtzio hauek jarraituak diren adierazten diren puntu ho-
rietan:
3-x)/2 x<-1
a) f(x) {2x+4 <> 1 X = -1 puntuan
bt =12"%X X2 L5 suntuan
Yo lw2-3 x22 YTOPUR
3x x<1
C)f(x)-{x+3 x> 1 x =1 puntuan




3. LIMITEA PUNTU BATEAN.JARRAITASUNA

f funtzioa jarraiaizango da x = ¢ puntuan, hiru baldintza hauek betetzen badira:
1.- Funtzioa definituta egotea x = ¢ puntuan, beraz existitzen da f(c)

2.- lim f (x):l egotea. Limitea existitzen da eta finitua da. lim f(x)= b
c - e limf(x)=»b
3.- f(c} eta f(x)-ren limitea bat datoz: lim f (X) - f (C) XIE?JC(X) = b Yo
X—>C
Funtzio batek jarraitua izateari utziko deutso baldintza \J
horietakoren bat betetzen ez badau SN
b S r//\

. . L]
Funtzio bat etena denen c puntuan, baina puntu horretar
limitea existitzen denean, etena saihesgarria dela esater ‘ ‘ ‘

F ex dago definingrik &n Fher da limberik on dim fi{x) « e}
dogu. .
Gainerako kasuetan, limitea ez danean existitzen, etena
saihestezina da. 2 /
* Jauzi finitu: alboko limiteak finitoak eta desbardinak /) \ ~" VW
* Jauzi infinitua: alboko limiteren bat edo biak infinituak
dlra .. . . Faunel Bninm Jarazh Bin v Fr da exmtivnen

* Alboko limiterik ez izatea lye lim [0+ bim 00 -1 b [Uah - e i {10,



49 Aztertu honako funtzio hauen jarraitutasuna eta irudika-
tu horien grafikoak:

Q) [« =J|€" x <1 bada

1/x  x<1 bada

Inx x=1 bada 2x -1 x21 bada

b) g(x) = ‘!




242) 20 Kalkulatu zein izan behar den 4-ren balioa honako fun-
tzio hauek jarraituak izateko definizio-eremu osoan. Iru-
dikatu itzazu lortutako /4-ren balio horretarako:

) F(x) = x>+ kx  x<3 bada
VW= In(x—-2) x=3 bada

b) ¢ () = kx? -3 x<2 bada
g = =4 x>2 bada




22 Kalkulacu aren eta b-ren balioak f(x) jarraitua izan

dadin definizio-eremu osoan.

x* -1 x<0 bada
flx)=qax+b 0<x<] bada
2 1<x bada




2 42)23 Sailkatu honako funtzio hauen etenak:

) f) = £ ex=]

—> bgly = X B3

x2-x-6




24 Honako funtzio hau dugu:

243) x> —4x+3 —1<x<0 bada
J) = xX*+a x20 bada
x+1

(=1, +00) tartean jarraituadela jakinda, aurkitu z-ren balioa.

3 Kalkulatu zein izan behar den k-ren balioa beheko funtzio
horiek jarraituak izateko. Horietakoren bat jarraitua da R
osoan?:

Jx -1

-1

D=1 %1 %*! b)gw=1 7 **!
Ink, x=1 2k x=1




33 Kalkulatu zein izan behar den b-ren balioa f(x) funtzioa
jarraitua izateko R.
x?+2x+b x<0 bada

f =1 n (21; x) x>0 bada

3 Kalkulatu -ren balioa honako funtzio hau jarraitua izate-

ko x=0 puntuan:

2 k
f =11 -~ x =0 bada

-1 x=0 bada




2 Kalkulatu honako limite hauek: 243)

—x x+1

. 215+x2—3)1 . (2x—5)T
a)xéﬂ’m( so_z? ) DB\ 23
. [ 2

o) lim X3X d) lim V13-x"-3
x—=0 l—cosx x—2 x—2
e) lim Inx f) xiz)'rz:m x2e™

x=1 (x-1)2

o) lim (i_ 1 ) h) lim e —xcos x—1

x=0\x sinx x—=0 sinx—x+1—cosx




24 Kalkulatu honako limite hauek: 234)

x+1
. 2.xj+x2—3)1_x . (2x_5 3

y13—x*-3

Q) lim _Xsinx
x—2

d) lim
x>0 1—cosx x—>2

2 —x

e) li In x e~

x=1 (x-1)2

[:) .\'ii@m x

o) lim (i_ 1 ) h) lim e —xcos x -1

x=0\x sinx x—=0 sinx—x+1—cos x




