LIMITEA ESANAHI INTUITIBOA ADIERAZPEN,
GRAFIXOA
X =00
].llTl F(x)=L Zenbat eta x handiagoa izan, f(x)-en balioak
o gero eta L-tik hurbilago
hm fx)=o Zenbat eta x handiagoa, f(x)-en balioak gero
x+w - eta handiagoak
[
hm F(x)=—co Zenbat eta x handiagoa, f(x)-en balioak gero | %
cam eta negatiboagoak
y
X — -0
Zenbat eta x-en balio negatiboen guztizko
1' balioak handiagoak izan , f(x)-en balioak gero
11m =L
s flx) eta L-tik hurbilago | e
Zenbat eta x-en balio negatiboen guztizko
lim fx)=o0 balioak handiagoak izan , f(x)-en balioak gero
2= eta handiagoak.
Zenbat eta x-en balio negatiboen guztizko
lllTl Fix)=—e0 balioak handiagoak izan , f(x)-en balioak gero
P eta negatiboagoak g




ESANAHI INTUFTIBOA

ADIERAZPEN GRAFIKOA

1ilTl flx)=xw

x2a

(Albo limiteak)

X—a
a-rantz eskumatik x=>a'
lil'l'l flx)=wo
1) x=a : x-ek a-ren hurbileko

balioak ( baina handiagoak) hartuz gero, f(x)-en
balioak gero eta handiagoak.

lil‘l‘l flx)=—w
) x=a : x-ek a-ren hurbileko
balioak ( baina handiagoak) hartuz gero, f(x)-en
balioak gero eta negatiboagoak.

a-rantz ezkerretik X—=>a
lilTl flx)=mw
I} x+a : x-ek a-ren hurbileko

balioak ( baina txikiagoak) hartuz gero, f(x)-en
balioak gero eta handiagoak.

lil‘l‘l flx)=—ow
) x»a” : x-ek a-ren hurbileko
balioak ( baina txikiagoak) hartuz gero, f(x)-en
balioak gero eta negatiboagoak.

lil’l‘l flx)=L

x+a

x-ek a-ren hurbileko balioak (ezker/eskuma)
hartuz gero, dagokiezan f(x)-en balioak L-rantz
hurbiltzen doaz.

x-ek a-ren hurbileko balioak (ezkerretik)
hartuz gero, dagokiezan f(x)-en balioak L-rantz
(6-rantz) hurbiltzen doaz; etax-ek a-ren
hurbileko balioak (eskumatiktik) hartuz gero,
dagokiezan f(x)-en balioak L-rantz (12-rantz)
hurbiltzen doaz

lim flz)=2

Iril'u,f(‘r) 2




lim f(x) =12

z—3/2+

3 2aj0 123« ns:\a;muu:usﬁn




> lim f(x) =

> lim /() =—©

|, lim/=a

» lim /(x)=0

ey yev| |
Infinituan L \ . lim f(x) =0
Ze lim /(0= P
Minimaa e
lim f(x0) ==
Infinituan e lim fio=1
X - T om
lim fx=a 12t .
7o ' — //’”
FUNTZIOEN lim /(=0 y=5
LIMITEAK
lim.f ()=
Puntuaren ] = 2va TS
eskumatik lim/@=—o lim £ (o) E
x—a’ v o
im/fx=L
Puntuaren ll_,m * Minimoa (-2,-2)
Ezkerretik
xo g lim /() ==
o SN
g’zis

lim f(x) = -=

limfx=L

P

lim f(x)=-=
P -3




FUNTZIO BATEN JARRAITASUNA

| k-
X S YETH
i o

A) Aztertu funtzioaren jarraitasuna.

=XZ4 diran puntuetan funtzioa jarraia da puntu horretan definituta dagoelako eta arrazionala izanik

funtzioaren izendatzailea ez da anulatzen.

=x#4 puntuan jarraitasunaren definizioara joko dodu:

1
fl4)=—
1) Definituta dago funtzioa x = 4 puntuan : 8

lim 22 _Jim 24 -[im 2220 g
2) xoar X716 L X716 4y X716 . Indeterminazioa ebatziz

lim_ x4 _lim ! -1
X (x+4) 8

x4

1_1j -4 _1 .
jf[4):§:lll’I1 ’Z‘_lﬁzg f(a)=1im r(x)

x+4 X ; beraz funtzioa jarraia da x = 4 puntuan .

betezen dau eta.

Aztertuta X# 4 eta X4 danean ezan dezakegu funtzioa jarraia dala R osoan



]  ———Oo—
2
| ox-4
flx)=i #4000
B) Aztertu X _16 funtzioaren jarraitasuna.

=X#4 diran puntuetan funtzioa jarraia da puntu horretan definituta dagoelako eta arrazionala izanik

funtzioaren izendatzailea ez da anulatzen puntu horreetan.

=x#4 puntuan jarraitasunaren definizioara joko dodu:

1) Definituta dago funtzioa x = 4 puntuan f( 4 ) =2



lim 2=4 _]im 2=4 -]im 2=4 =0 jq
6 0

Indeterminazioa ebatziz

aa (x=4)(x+4) T 0 (x+4) 8
f(a)=2=1im — 7%
3) xs4 X' =16 ; beraz funtzioa ez da jarraia da x = 4 puntuan.

Aztertuta ondoren X # 4 eta X # 4, ezan dezakegu funtzioa ez dala jarraia R osoan.




LIMITEAK

k
6 == iOO ALBO LIMITEAK KALKULATU
ADIBIDEA
. x2-3 (=2 “ s
lim =|—="] = (z=w). Hallamos los limites laterales:
x=>1 X-1 0
2 _ 2_
I =a. +00; lim . ot S0 —0
xayl X = 1 K—y1r X —

818 |

1. INFINITOAK KONPARATU
X — +0o FUNTZIO ARRAZIONALETAN lim 222 = £2 , polinomioen maila altueneko

x—o Q(x) too
monomioak konparatzen da:

im P9 _
Deg P(x) > Deg P(x) }1_)190 = +o0
- im PO _ @
Deg P(x) = Deg P(x) 211_)1-90 20 = b
im PO _
Deg P(x) < Deg P(x) }1_)12! 20 0
ADIBIDEAK
. 2x3-3x%+1 . 2x3 . 2x
lim —————= Jlim =— = lim — =-w
x>-w XL +2x =3 5" x oy @ 5
n 215 — 322 B 2
S 30— 3
. 22 — 32?
Im ——— =10

Tr—00 _’L‘T _ 1'3

[



X — +co FUNTZIO DESBERDINEN INFINITOAK KONPARATUZ

FUNTZIO T
LOGARITMOEN BERREKETEN
ESPONENTZIALEN (0]
i m [ INFINITOAK J [ INFINITOAK (ERROAK) ] [ INFINITOAK J
e Berreketak eta erroen artean berretzailerik handiena, orden altueneko infinitoa da.
e Esponentzialen artean, berrekizun handieneko funtzioak, orden altueneko infinitoa
da.
e Logaritmoen artean oinarririk txikiena daukan logaritmoaren infinitoa, ordena
handieneko infinitoa da.
. 1 %.\' - 25
lim ——— = +on; lim =)
x— +0 300 xX ) X =+
" X " In x
lim = +00; lim — =)
X — 40 ng X x—+mo X
2. L'HOPITAL
. f(x Fo0 o f(x
x>+ eta x-—c llmﬁ=—=hm#
x—-mgx) too x-mg(x)

0
0

1. FUNTZIO ARRAZIONALETAN (polinomioak) x —» o eta x » ¢

lim 2% _ 0
x-mQ(x) 0

Ll

SINPLIFIKATU egiten dira

x* —x?

Zenbakitzaile eta izendatzailearen polinomioak FAKTORIZATU eta

x-2 3

4

o .
X)===li
) 0

X—-1 X

—2X

X(x-2)(x+1) _ i 3
—x* (x4 1)(x=1) ox(x—1) 2



Zenbakitzaile eta izendatzailearen funtzioak errodun funtzioak badira, errotzaile komunera
bihurtu beharko da, faktorizatu eta sinplifikatzeko.

lim m =(9) = lim {/D_ 7 Py
x—1 V-1 0 (x—1)° = im x =

x—=1 x—1

2; FUNTZIOETAN ERROAK
Zenbakitzaile eta izendatzailearen funtzioatan erro karratuak batuketa edo eta kenketan
agertzen badira konjukatuekin biderkatu eta zatitu egingo dogu, hurrengo identitate
nabarmena aplikatuz.

(a+b)(a—b) = a*—b?

ADIBIDEA
i x—3x _0_ . x? —3x . x(x-3) i X 3
im = —=lim =lim =lim ===
=3 x=3 0 3 (x-3)(x++/3x) **(x-3)(x+v3x) **?(x+3x) 6
3. L'HOPITAL
x>+ eta x-c lim@=9 =limf:(x)
x—-mg(x) 0 x-mgK)
ADIBIDEA
L &
lim =L, —0—)= lim £ ==l=:1
x—0 senx 0 x—0 COSX 1
+ oo
1— x—=>100 eta x—¢
1. FORMULA ERABILIZ
lim f(x)g(x) — e}j_{':(f(x)-l)g(x)
x-n
ADIBIDEA
- '3x2 - 2x 2x—1 1 Iv2_ 2x . P%. |
L — N et | - lim Ax? 4 dx - | y
,\-1_':71@(. 3x?-1 J = ey~ @D L o L TN L

N =



2. LOGARITMO NEPERTARRA APLIKATUZ (Ln)

Logaritmoaren bitartez, indeterminazio mota aldatuko da, berreketaren logaritmoaren
propietatea aplikatuz.

lu (1 +senx) _

Inlim f(x)9® = lim Inf(x)9® = lim g(x) In f(x)
xX—n X—n xX—n
ADIBIDEA
o ) 1 ’
g . orpa)1/X P 1 + senO)V¥) = lim (— cIn(1 + son.\')) = lim
) ‘\{I_I_ilo (1 + senx) -a\(:_tito (1 + ser e £50 x
COSX
- (L), i LES s i (4 sen)r=el =e.
X0 x=0

00 eta oo°

LOGARITMO NEPERTARRA APLIKATUZ (Ln)

Logaritmoaren bitartez, indeterminazio mota aldatuko da, berreketaren logaritmoaren
propietatea aplikatuz.

Inlim f(x)9® = lim Inf(x)9® = lim g(x) In f(x)
x—-n x—n xX—n

1. INFINITOAK KONPARATU

INFINITOAK

FUNTZIO T
LOGARITMOEN BERREKETEN o0
»l« (00) [ INFINITOAK ][INFINI‘TOAK(ERROAK)][ ERONENT AN }

ADIBIDEA

lim (3‘ —Va® — 2) = 00

I —r00



2. FUNTZIO ARRAZIONALEKIN

Izendatzaile komunera bihurtuz

ADIBIDEA

Como es indeterminado, (+%) — (+w), efectuamos la operacién:

lim ¥=4a R . lim

» _ 1
x21Wx -1 G-Dx-2)] ;51 &-Dx-2) ,,1x-2

-1

3. ERROAK BADAGOZ

Konjugatuarekin biderkatuz eta zatituz

(a+b)(a—b) = a? —b?

ADIBIDEA
lim (NERET T —2x)= fim AT 1-20(ixTrieay) | - =0
x> +0 x> 40 VdxZ+ 1+ 2x x—vmq4x§+1+?x

-]
000

chinz f(x) =0eta :lcm= g(x) = o eta bada, 0+ o indeterminazioa, -g edo z
indeterminazioa bihurtu behar da hurrengo aldaketen bitartez:
fx) _ 0
hm fx)-gx)= llm T <o
g(x)
. o dx) o
Imre) 4= It~
fx)
ADIBIDEA
; em Cuxd e
X _ 1) = (40 - O) = lim ( ) =
g - s AT

5



0
0

1. FUNTZIO ARRAZIONALETAN (polinomioak) x —» +o eta x = ¢
lim P 2 Zenbakitzaile eta izendatzailearen polinomioak FAKTORIZATU eta
x—mQx) 0

SINPLIFIKATU egiten dira

Zenbakitzaile eta izendatzailearen funtzioak errodun funtzioak badira, errotzaile komunera
bihurtu beharko da, faktorizatu eta sinplifikatzeko.

2. FUNTZIOETAN ERROAK
Zenbakitzaile eta izendatzailearen funtzioatan erro karratuak batuketa edo eta kenketan
agertzen badira konjukatuekin biderkatu eta zatitu egingo dogu, hurrengo identitate
nabarmena aplikatuz.

(a+ b)(la—b) = a®—b?

3. L'HOPITAL
1 _

x>+ eta x-—c lim =2 = lim fi(x)
x—mgx) 0 x—m g'(x)

1E®
x — too eta x—c

1. FORMULA ERABILIZ

: g(x) — Jlim(FO-Dg(x)
lim £ (x) e

2. LOGARITMO NEPERTARRA APLIKATUZ (Ln)

Logaritmoaren bitartez, indeterminazio mota aldatuko da, berreketaren logaritmoaren
propietatea aplikatuz.

Inlim f(x)9®) = lim Inf(x)9®) = lim g(x) In f(x)



1. INFINITOAK KONPARATU

INFINITOAK

LOGARITMOEN BERREKETEN ESPDFI:IJENPETI?ALEN
w INFINITOAK INFINITOAK (ERROAK)

2. FUNTZIO ARRAZIONALEKIN
Izendatzaile komunera bihurtuz

3. ERROAK BADAGOZ
Konjugatuarekin biderkatuz eta zatituz (a+b)(a—b)= a?—b?

00 eta oof

LOGARITMO NEPERTARRA APLIKATUZ (Ln)

Logaritmoaren bitartez, indeterminazio mota aldatuko da, berreketaren logaritmoaren
propietatea aplikatuz.

Inlim f()9®) = lim Inf(x)9® = lim g(x) In f (x)

0o

lim f(x) = 0eta lim g(x) = o eta bada, 0+ © indeterminazioa, g edo —
x—n xX—n

co
indeterminazioa bihurtu behar da hurrengo aldaketen bitartez:

lin 0960 = I 7 =3

9()

lm -9 = i £ =

f(x)



LIMITEAK

k
6 - iOO ALBO LIMITEAK KALKULATU

co
co
1. INFINITOAK KONPARATU

X — 400 FUNTZIO ARRAZIONALETAN lim :Eg = f—w, polinomioen maila altueneko
X—00 Tco

monomioak konparatzen da:

PG _

Deg P(x) > Deg P(x) lim =55 +oo
P
Deg P(x) = Deg P(x) I_m% = %
. P(0)
Deg P(x) < Deg P(x) ll_,n;lo@ =0

X — +oo FUNTZIO DESBERDINEN INFINITOAK KONPARATUZ

INFINITOAK

FUNTZIO T
LOGARITMOEN BERREKETEN
ylv (0.0] [ INFINITOAK ][mnmrmx (ERROAK)][ LA ALY ] (00]

e Berreketak eta erroen artean berretzailerik handiena, orden altueneko infinitoa da.

e Esponentzialen artean, berrekizun handieneko funtzioak, orden altueneko infinitoa
da.

e Logaritmoen artean oinarririk txikiena daukan logaritmoaren infinitoa, ordena
handieneko infinitoa da.

2. L'HOPITAL

x>+ eta x-—c limM=i—m=lim@
x-mgx) too xomg(x)



8. LIMITEA PUNTU BATEAN.JARRAITASUNA

f funtzioa jarraiaizango da x = ¢ puntuan, hiru baldintza hauek betetzen badira:
1.- Funtzioa definituta egotea x = ¢ puntuan, beraz existitzen da f(c)

2- lim f(x):l egotea. Limitea existitzen da eta finitua da. lim f(x)=b
X—C— .
3.- f(c} eta f(x)-ren limitea bat datoz: 1: - i =b | limf(x)=b
o) etatla limf(x)=f()  Jimf@=b e
Funtzio batek jarraitua izateari utziko deutso baldintza \/
horietakoren bat betetzen ez badau %
Funtzio bat etena denen c puntuan, baina puntu horretar ?
limitea existitzen denean, etena saihesgarria dela esater ‘ ) ‘ -
dogu. f ex dago definiourk on Fhoer du limbcrik en 'A-.-'/w-/m

Gainerako kasuetan, limitea ez danean existitzen, etena
saihestezina da.

) SR /
+ Jauzi finitu: alboko limiteak finitoak eta desbardinak h'/\ /\/ W
T 7

* Jauzi infinitua: alboko limiteren bat edo biak infinituak
dira =

. ) . Totnrt B rine Jasass fininnns Ex da exintiencn
* Alboko limiterik ez izatea Iy lom fis) s b S0 1y [l Jn Jw

36 Aztertu honako funtzio hauen jarraitutasuna eta irudika-

tu horien grafikoak:
¢ x<1 bada lx  x<l bada
0f@ = {Inx x21 bada bl gl = {Zx—l xz1 bada




242) 20 Kalkulatu zein izan behar den k-ren balioa honako fun-
zio hauck jarraituak izatcko definizio-eremu osoan. Iru-
dikatu itzazu lortutako -ren balio horretarako:

+ke  x<3 bada
In(x-2) x23 bada

kx> -3 x<2 bada
b)g(x)={r"l"‘ x>2 bada

a) flx) =

68

2% Kalkulatu a-ren eta é-ren balioak f(x) jarraitua izan
dadin definizio-eremu osoan.
x2-1 x<0 bada
flx)=qax+b 0<x<1 bada
2 1<x bada



242)23 Sailkatu honako funtzio hauen ctenak:

_ O-Dtex=2
b e

3)84 Honako funtzio hau dugu:

24 x*—4x+3 —1<x<0 bada
fe= % x20 bada

(=1, +e0) tartean jarraituadela jakinda, aurkitu a-ren balioa.

m Kalkulatu zein izan behar den 4-ren balioa beheko funtzio
horiek jarraituak izateko. Horietakoren bat jarraitua da IR
osoan?:

-1 fx-1 .
D6 =1 %1 %2 biglo=] o1 ¥
Ink, x=1 2k x=1




3! Kalkulatu zein izan behar den é-ren balioa f(x) funtzioa

jarraitua izateko R.
2+ 2x+b x<0 bada

f(x] - [—!"g:x) x>0 bada

32 Kalkulatu 4-ren balioa honako funtzio hau jarraitua izate-
ko x=0 puntuan:

—2__k 1.0 bada

F-1 x

-1 x=0 bada

fl)=

2 Kalkulatu honako limite hauek: 243)

x+l

. ;_r‘ul-j)"‘ o (2w-5Y 7
a)xi’l’?d( 50— 22 b)xi’,’?m(zx+3

() [‘m Xsmx
x=0 l—cosx

J13-x2-3
x=2

A lim,

e) lim Inx 5

; 2,
f=1 (x—1)2 f)  fim_ x%e

@ lim (l7 1 ) h) lim -r‘—.\'mrx—l
x—=0 \x sinx x=0 sinx—x+1—cosx



34 Kalkulatu honako limite hauek: 234)

. x+l
. 1r5+x2-3)1 . (Zx-S) 3
a)xé’?m( 52 b)  fim_ Ix+3
O lim X sinx d) lim J13-x2-3
x=0 l—cosx x—32 x=2
" In x 3 2 -
e f‘-."ﬁ (x-1)2 f) x—!?ifn xte
g lim (l, 1 ) by fim € mxeosx=1
x=0 \ x smx x—=0 sinx—x+1—cosx

1? Erabili U'Hépitalen erregela honako limite hauek kalku-
latzeko:

O lm b) fim A€+
== Xzfjﬁ‘f x—0 x

O lim —finx d) lim ato b
=0 l—gosx x—0 x

o lim ZEX"X £) lim €=
=30 x—sinx x=0 1=cosx
. In(cos 3x) . In(lex)

® fim, =5 by fim, il

o 1—cos? (24) o g x—sinx

b iy i (o)
o l—cosx . gx-8

K a"'—% -1 h ,L’TH sec x+10



8. FUNTZIO BATEN PUNTU BATEKO
LIMITEA. JARRAITASUNA

f(x) funtzioa jarraia izan dadin x = ¢ puntuan, hiru baldintza hauek bete behar dira:

1. Funtzioa definituta egotea x=c puntuan f{ ¢ )=b

2. Limitea existitze} x= c denean (albo limite bardinak ian behar dira)

o im F@) = b lim f() = b
1m

= lim f(x) = b

3. Limitea eta funtioaren balio x=c denean, bat etortea

lim f(x) = b = f(c)
2290rr

ETEN MOTAK

JAUZI/ADAR INFINITUA PUNTU BAT FALTA

JAUZI FINITUA PUNTUA
MUGITUTA DAGO




ARIKETA: AZTERTU JARRAITASUNA

Irudikatutako funtzioak ikusiz, esan zein den funtzioen limitea x=3 punturantz
hurbiltzean ezkerretik eta eskumatik

\J

/ a 3
f(3)=4 f3)=5 Ezdagodefinitutaf (3)
lim f(x)=4 lim f(x)=5 lim f(x)=+
fim £ (x)=2 lim f (x)=5 lim f (x)=+o0
. lim fO=5-Hm /™ jip r=lim r

c =4 3 =2
m F O I FO=2 - -

JAUZIFINITUA JARRAIA DA ADAR INFINITUA

(asintota bertikala)



f2)=6
lim 7 (x)=4

lim /(=4
lim /(=4 -1lim /() ~lim f (x)=4

Ezdagodefinitutaf (3)
lim f (x)=—©
x—=3"

lim / (=4

lim /)= [im /()
=3t = f@=6=]im f(x)=4
ADAR INFINITUA PUNTU MUGITUA

(asintota bertikala)

7 | Aztertu honako funtzio hauek jarraituak diren adierazten diren puntu ho-

rietan:
GB-x)/2 x<-1
a) f(x) {2x+4 o = —1 puntuan
b) f(x) = 2-x? i X = 2 puntuan
x/2)-3 x22 P
3x x<1
o) f(x) {x+3 55y X 1 puntuan




BESTE ZATIDURA BATZUK %

6l4_. L
Eragiketak eginez: -2 Ye-2x Ye-274 ‘_{ 2 J;=lndetermlnanoa
Prx-6 6-2k+3) Yx-23w+3)? YE-2@+3)?3 o
(albo limiteak)

lim Va2 - 2 -0 .
x—2 \,m (0) . NN . o 2 xhﬂm f(x) ez da existitzen
x_’ZJ\ +x=0 -\“"Y(L—’)h-ﬂ;)‘ {HH._f(.\'):-roo 233,4
x—>2
&
BESTE ZATIDURA BATZUK “’i
Eragiketak eginez: W o Ye-2x . 272 2 6\/;:: indeterminazioa
J2rx—6 Ax-2x+3) Y21 (x+3)? \(\J:m\ 3 e
albo limitea
, (albo limiteak)
0
lim J; (0) ﬂqm f(x) ez da existizzen
ol “h) +x—06 ( ) lim 3\!‘2—;‘): lim <
=202 6 X—’Z\' (J~—.?I,'JL+3)3 f!m flx)=+oo 230)4
KENDURA (+22)-(+ o)
2 2 . 2
. =06 1 -6 _ x o xt—=6-x 7(_0)7
L% ot i e ] = (k) = o) lxrx—.ﬂ *(x-3) I R o i
231)5
(1) "MOTAKO ADIERAZPENAK
Kalkulatu: B 5 . 233]5
xlz;nf fx) =1 eta xlg,nf g(x) = +o= badira, orduan: -
Jim [f0-11-g() Jim_ ( —=5 4

ltm f(x)g(") =



Proposatutako ariketak

230) 3 Kalkulatu limite hauek: 4 Kalkulatu limite hauek: (0/0)
N e R a0 —5x+l o e2x-3 o V-«
R P e S s S e @) fim, e b) Jim, T2z

231)12

B Kalkulacw: /im (xzx;5:;:2_r‘+;lx*|) 6 Kalkulatu: (I:;;’n_' (
x> + M x S

Etxerako 241)12 erroak
241) 11 eragiketak
241) 13 linf--< formula



Kalkulatu eta adierazi lortutako emaitzak.

’ 2 1
Rl er—l)|
[N P S—
’m”'.-’r'-sr.ﬁ x-zl

ml(alkulam eta aztertu alboko limiteak beharrezkoa denean.
163
) fim, ( x-2
b) lim (—"m‘i)
AT
. lex—{1-x
<) ‘b;n“ l—Sx

15 xakula.

AT : (
2 tim, 2o+l J b) fim,

21 )“'Z
T-x

10. U'HOPITALen ERREGELA unf® -8 cto ym @ 2=

flx) . .
i W motako limiteek (=7 kasu horretan —o, +0 edo zenbaki bat iza- Adibidea
nik) o edo i) motako indeterminazio bat ematen badute, zenbakitzailea 3xt+2x-16 -0
(0) (200) lim x2-x-2 0
era izendatzailea deribaruz eta deribaruen arteko zatiduraren limitea kalkulatuz lor ~ *~2
dairezke (baldin eta existitzen bada). £

= lim br+d :l._::i

lim
Barzuetan, lehenengo urrats hori eman ondoren, beste indeterminazio bat ager- *—2 g'(x) x—>2 2w -1

tzen da eta, beraz, berriro egin behar da prozesua.
. . .14
(00) — (e), (1)*), ... motako zenbait adierazpen nahikoa erraz jar daitezke zatidu- Bila gabiltzan limitea 3 da.

ra moduan, ondoren 'Hopitalen erregela erabili ahal izateko.
282.0rr adibideak etaZ3gorr ariketa

2420rr 14




Proposatutako ariketa
1 Kalkulatu limite hauek IHopitalen erregela erabiliz:

a) lim Xa2lex gy gy eTax] Q lim Snxllresd g L et
=1 By =0 ] x—=0 X cos X x=0 sinx

) lim (cosx+sinx)™ ) _lim (1-2")x g lim (3-x9¥ -9 b i, D94 -
x—0 x4 x—2 x=5 x=5

POLINOMIOREN ZATIDURAREN LIMITEA x—2>¢ 1 P
gRti oIS
O(c) =0 O(c)=0 O(c) =0
P(c) =0 Plc)=0
P Pl lim —g((f)’ = %: INDETERMIN. lim —g((’g - % INDETERMIN.

lim—=—-=
x e O(x) (<)
e ALBOKO LIMITEAK KALKULATU FAKTORIZATU ETASINPLIFIKATU

lim =2
- )
sp 2l lun%=im . (x— B . B
x e lim——--==-1lim
O =x+1 = OM=1+1=2=0 X P = e (2 — X (x) x—ec ()
s oo
) lim 565
. Px) _P1)_1'+2 _3
imG 5 =6m 131 2
.
2
;\ A 1
~EEREe R (e Tare TEay Tauer .
o 7 3




POLINOMIOREN ARTEKO ZATIDURAR

- P(x)
lxl—I;rcl oO(x) Adibidez:

e

_— 1' )= 0 .
l \‘ Q( ) alrl—rg. 2—x
Bi arazo sortu :
daitezke: 2.Q(x)=0eta 2_4

P(x)=0 lim o )

POLINOMIOREN ZATIDURA Q(x)=0 . P
lim 575
. x° —3x (=1 —3(-D 4
- = =— INDETERMINAZIOA
1.Q(x)=0 J lim =53 (1Y —2(-D-3 0 N ©

AIbOkO Iimiteak kalkulatu behar dira

x=-—1,001 .
2 s
e |
x=-0,999 ! X
lim X —3x _ (-0999F -3(-0999) _ + ﬂ

ot 22 —2x—3 (—0,999) —2(—0.999)—3 0~



POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA Q(X)=0 eta P(x)=0 | ]jm 252 — %

X—C X2 x)
2.Q(x) = Oeta i x-3x _ (3y-3» _o INDETERMINAZIOA
P(x) =0 M = 5x—3 @F-23-3 0

zendatzailea eta zenbakitzaileak faktoreetan deskonposatu
eta zatidura sinplifikatu

. x> —3x . x(x—3) . x 3
lm = s = hm o5~ im =5
x 3
beraz, |y ==
2lim Ty
POLINOMIOREN ZATIDURAREN LIMITEA x=>¢ ) P . o
im —— Fitxa 28.orrialdetik
x —¢ Q(I) hartuta
%
K lim 2 -8x+6 _

x—3 X2—2x—3

= 1

lim ———=
D 1P
m) lim 3=

r—o-2 X2 +4x+ 4

3 2 :
o X —3%° + 3x-1
5 m—————-=
¥ s P —dxtrx-2

Liburuko 12.ariketa
(0/0)



233.0rrialdetik
12.ariketa

Q) lim X =T7x+6
x—=1 1-x

2

#o1 (B -1)(x-2)

; 3xl+5x+2
<) 3 9x2 _ 4

2
d) !"m X +3x—10

=2 43 _x2 _8x+12

INDETERMINAZIOAK x> C DOANEAN (lib 222.0rr)

POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA, (0) INDETERMINAZIOA (BATXI 1ean ikusitakoa)

(0)
Ikus ditzagun adibide batzuk:
u Poli ioen arteko zatidura © ina inazi T T (R (A
Pl (0) £=3 D123 +5x+10 70 14
lim ==~ ) A% (0) (x+2)(x-2) 3 oo
m 5 2. lim. ——% =9 _ LVx=2) _ flim X=2.=4
*=¢ Q) 32510 0) 592 (14 2)(P45) o2 x5 9
2 bada, ordu: li Pl) _ Pl (., da indeterminazi y 3 (4) . y
* Q(c) = 0 bada, orduan /lim - (ez da indeterminazioa). 3. lim —X22 2 | teo (Kasu honetan, len eskuinera —eo da, eta czke-
x=c Q(x) Qo) =1 x2_5v44 (0) Dois; e

* Q(c) = 0 bada, bi kasu gerta daitezke: e
— P(c) = 0. Orduan zatikia sinplifikatu egin daitcke, zenbakirzailea eta izenda-
tzailea zati x— ¢ eginez, eta hau lortzen dugu:
lim Pl = lim )l = lim Py (%)
Qlx) x=c Q(x)(x—0) x=¢c Q(x)

— P(c) = 0. Orduan limitea #co da. Limitea desberdina izan daitcke c-ren
ezkerrera eta eskuinera. Hori jakiteko, c-tik hurbil dauden x-ren alde bateko
cta besteko balioetarako zatidura zenbat den lortuko dugu kalkulagailuare- 230)3

kin.



Proposatutako ariketak

1 Eragiketarik egin gabe, esan zein den honako adierazpen 2 Kalkulatu adierazpen hauen limitea x — —co doanean:
hauen limitea x — —co doanean:

Q) 30 +5 4’ -x b) 2 _x
@) %% = YTxed b) x4 28 #42  #-2 2741 2
Q) xi_2¥ dx?-2~ A Vot ex =2+l d)2ve Jxlex

- —x 5 X 2x
€273 fie-1-5 ¢) yxl+2x 4 x ﬂ(h%)

g)ZJ‘—z:2 hyx? = Jx*-1

) 5543 N 1 3x -1
1-L1 h &)
i) Va2 —x? j)3r—2 g’( x) )( 42

9. LIMITEEN KALKULUA x—=2c¢

POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA (BATX1)

IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN EZ BADA

Q@)+ 0 bads, tim P2, 2O £ZDA
s INDETERMINAZIOA i N
Qx Qo
IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN BADA ETA ZENBAKITZAILEA EZ
1020 cia QM0 =0 b, nduan fy 21 K/0 INDETERMINAZIOA

ALBO LIMITEAK

Kasu hauctan, alboko bi limiteak aztertu behar dira. Horretarako, kalkulagailuaren

laguntza crabil dezakegu, P(x)/Q(x) zatidurak e-tik 0so hurbil dauden puntuctan ("“'_) -t
zer zcinu duen ikusiz, bi aldcctara. Adibidez, ¢~ 0,01 eta ¢+ 0,01 puntuctan. Q%)
BAI ZENBAKITZAILEA ZEIN IZENDATZAILEA BALIOGABETUTA
R =0, Q=0 badira, orduan zatidura sinplifikacu cgin daitcke zcnbaki- 0/0 INDETERMINAZIOA
taailea cta izendatzailea zati (- o) cginez:
M= x=0-Pl) QW =lx-0- Q0 FAKTORIZATU ETA
P (=0 Py ) ) SINPLIFIKATU
dim QL:) = =0-Q, o ! Q00

Limite berri hau aurkitzcko, hiru kasuctako zcin den azerruko dugu.




LIMITEA PUNTU BATERA DOANEAN x— ¢

x balio batera hurbiltzearen esanahia:
x-k c-rantz jotzen dau ezkerretik zein den funtzioen portaera c punturantz ezkerretik hurbiltzean

x—> ¢ adierazpena honela irakurtzen da: «x c-ranz doa ezkerretiks. x-k ctik
gero eta hurbilago dauden balioak hartzen dituela esan nahi du; e-tik nahi bezain
hurbil daudenak, baina beti ere ¢ baino txikiagoak direnak.

x-k c-rantz jotzen dau eskumatik zein den funtzioen portaera c punturantz eskumatik hurbiltzean
x — ¢' adierazpenak (x crantz doa eskuinetik) x4 ¢tk gero era hurbilago

dauden era beti ¢ baino handiagoak diren balioak hartzen dituela adierazren du.

x-k c-rantz jotzen dau zein den funtzioen portaera c punturantz hurbiltzean (207orr)
lim flx)= lim flx)=1] bada, lim fix)=1 delaesaten dugu.

Eta berdin, alboko bi limiteak +e0 edo —eo direnean.

Alboko bi limiteak bat ¢z badatoz, lim f(x) ez dela existitzen csaten da.

LIMITEAREN KALKULUA x— ¢

LIMITEA FUNTZIOA JARRAITUA DEN PUNTU BATEAN

flx)  adicrazpen analitikoaren bidez emanda dagoen funtzio bat bada et
x = ¢ puntuan definituta badago, orduan:

x[:_ml flx) lortzeko, fle) kalkulatuko dugu

n _ A3

lim sinx=sin = =

x—nl/3 3 T



ZATIKA DEFINITURIKO FUNTZIOEN LIMITEA

filx), x<e . .
Azter dezagun  flx) = £, x> sistema, f|(x) eta f5(x) funtzio jarraituak izanik.

= Kalkulatu /im f(x) eten-puntuan
fi e f; jarraituak direnez, lim flx) = fi(c) eta lim f(x) = f5(c). Beraz: : —
X x— - Jim fitx) = fim filx)

* fie) = 2(e) = I bada, orduan lim fix) =
* fi(c) = f2(c) bada, orduan limitea ez da existitzen.

» Kalkulatu /im f(x) eremuko beste puntu batean
Limitea lortzeko, honela jokatuko dugu:

a < ¢ bada, \l'z_rrfr flx) = fi(a) b > ¢ bada, .!'imbf(x) = f(6)

P(x)/Q(x) BI POLINOMIOREN ZATIKETA

IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN EZ BADA

. Pl _ Pl
Q(c) 0 bada, lim 20 " Q0

IZENDATZAILEA BALIOGABETZEN BADA ETA ZENBAKITZAILEA EZ fim PO _ P
W T Q@
Pe) =0 eta Qo) =0 badira, orduan I:m Q( ) = %00
Kasu hauetan, alboko bi limiteak aztertu behar dira. Horretarako, kalkulagailuaren )
lim =2 < g0
Q)

laguntza crabil dezakegu, P(x)/Q(x) zatidurak ¢-tik oso hurbil dauden puntuctan
zer zeinu duen ikusiz, bi aldectara. Adibidez, ¢~ 0,01 eta ¢+ 0,01 puntuetan.

BAI ZENBAKITZAILEA ZEIN IZENDATZAILEA BALIOGABETUTA

M) =0, Qo) =0 badira, orduan zatidura sinplifikatu egin daitcke zenbaki-
tzailea cta izendarzailea zati (x- o) cginez:
Pl) = (x=0) - Py(x) Q) = (x=0) - Q%)
P (x=0-P () Py (x)
L el e o R e e
rkitzcko, hiru | ko zcin den ko dugu.

Limite berri hau




241)4,7,9,6 . )
EGIN n:a.lcula el limite de estas funciones cuando x — +o:
S Sxto2eel
DAITEKEZ a) fx) = @e1)?
_ 3+ 24x
<) bix) = Bl
g =1
e) jlx) = I
gl =

241.0orr  J Kalkulatu limite hauek:
3[3

a) lim
x

¥ 2x+]

5)

3x

2

c) lim (.\' -
X - x

2 <
( X=X

Y
e) lim rr

X+

. ¢ B2 )
y y LZE .
g .\- /I}II'I ( 1,2 e

2% -3

b) . /l;"lw (1,55 -x3)

[

‘log2x< Vx < x?<3x°<1,5% <4*

x+log x
log x
3.2%
2%+1

2x+5
Vaxt -3
+? ¥

h) m(x) = 2 — o

x-3

b) g(x) =

d)i(x) =

) k(x) =

—
z yx- =5
Y A% =

) f) N [i)m (x2 - \/.\"’ +2x)

h) lim

X =300

(3.\'+4 o=

2x+5



233.0rr § Lortu limite hauek:
a) . [{ﬂlm (Wx?+2x— J?ji!
b) . L’{rf.e_ (Wx2+1+x)

1) 3
lim (1+—] -Kalkulatzerakoar 17 lortzen da, ez dana 1 i
X—p+oo X =
1 "
1+—#1" dalako edozein x-ren baliorako.
X //—_
-Funtzioa ulertzeko balio bat betetzen dogu T e S o e e e e e et e R
x 123 4 5 6 7 8 9o | 10 i
x
f(x):{h—%} 2 [225[237|2441 | 2,488 | 2,521 | 2,546 | 2,565 | 2,581 | 2,503
X 10° 10° 10° 10° 10° 107 10°
f(x) 27048 | 27169 | 2.7181 | 2,71826 | 2,71828047 | 2,71828169 | 2.71828179
-Funtzioa astiro hasten da, gorakorra da eta ) 1)
bere limite balio finito bat dauka: e xlln‘.'lm[‘l-r;] =e=27182818284590452353602874713527....
1 f(x)
- Bardin gertatuko da limitea +e=-ra jotzen lim f(X)=+e = lim [1+—] =e
p— X—>+o f(x) )

dauan besteekin




6.6 (1)MOTAKO ADIERAZPENAK lim f(x)=1 e gm 2(x) = +eo badira, orduan:

X —Fteoa
N o AR . £l _ L lim [fl-1]-g(
J];l-m,( X242 ) =1 xéﬂ?m fORE= =

225. 5.ariketa

Proposatutako ariketa

8 Ebawi limite hauek aurreko erregela erabiliz. Gero, ebarzi ) ( 345 )Sx’ 3 b)
ariketetako bart urrats guztiak emanez: & P ﬁ'{' 3x-1 xi’;’f,, P




x+1

x-7
6 Kalkulatu: fim (M)
x—=7 x-3

7. LIMITEAK x = "o DOANEAN

227 orr. 1 eta 2

| dim_ (x?=5x+3)= Llim [(=2)% = 5(-x) + 3] =

lim (% Sxs3) = g0 .’.;m ¥5x* +7x2+8 ez da existitzen
- x? +5x 4 3) = + PL w8
x b re

lim f(x)= lim f(—x)
X—=—00 x—00
6
,ﬁ’f’m (3x*+ 2x-1) = . Ll'"’lﬂ Bl=x0?+...] = ,é'.".’... (“3x%4+..)=—00 | 4
2
4
2 4 2o 2 4
-2




LIMITEA x—>e DOANEAN

FUNTZIO ARRAZIONALEN LIMITEAK P(x)/Q(x)
2
VPR ax™s... . . ) i Sx"—6x+8 _
fx) = Q0 b funtzio arrazional batean: o x_5
¢ P-ren maila > Q-ren mailabada (hau da, m > n), orduan _‘.‘,{'ﬁnﬂ") = too,
Emairzaren zeinua %-ren zeinua da.
* P-ren maila < QQ-ren maila bada (m < n), orduan xf.irﬂ‘ﬂx} =0.
* P-ren maila = Q-ren mailabada (m = n), orduan x!{n;f(x} = %.
2 x -1 o
lim —6x+1 lim =0
o P _3 X+ ‘I i |
/
- ‘l‘ |
|“ | : |




LIMITEA x—>-o= DOANEAN

n bikoitia bada, J_{{'tzrmx" = +o00; eta n bakoitia bada, A_{J:rfmf' = —oo.
. = p . y :
lim 3x°=5x2+7) = lim 3x% = —o0
X — —oa X ——co

Jim_£() = lim f(—x)

Zeinuaren erregela kontutan hartuz eta behar den moduan erabiliz, funtzio polinomiko eta
arrazionalen limiteak kalkulatzeko prozedurak x = +e= doanean ikusitakoen berdinak dira.

LIMITEA x=>oce Fitxa 28.orrialdetik

hartuta

m -l
0,

D lim 2x(x—-1)
it X+ 1D (x+ 2)

n)x.l”—!m o e | -



6. LIMITEAK x = = DOANEAN

6.2 BESTE ZATIDURA BATZUK
Nax™ + - R/a- x"PModuan hartuko dugu.

Kontuan eduki behar da a<0 eta p bikoitia deneko f(x) = V=6 x
Kasua ez dago definituta.
lim 7‘(5'\“1_“‘ lim ’5".3’2 = lim ﬁ x”z = 400 i
x+m  2x+5  xoee  Dx _14»’«. 2 ot

6.3. ADIERAZPEN INFINITUEN ARTEKO KENDURAK
1. BEGIZ JOTA IKUSTEN DIRENAK (223.0rr 1.) .,7
™~

54
x-5) + P .
lim ‘ 4 —1,5%| = —co 1 baino oinarri handiagoa duen esponen-
xboe | 2
-1 wzial bat berretura bat baino ordena han-
diagoko infinitua delako.

Il. ERAGIKETA EGIN DAITEKEENEAN ‘

Infinituen konparaketak

S (o nx)e gy ooSReed) | gy Sl

223.o0rr 2.
lll. ERRO KOADRATRIKOAK DAUDENEAN Bigarren eta
Konjokatuarekin biderkatu. hirugarren

kasuak

[F60- g@IF )+ ] f()? - g2 R
; - W] W EW), S G — (5= x)(@=w+x)
fea -2 f)+glx) Sl glx) L (P —x—x) = lim T Bz |
= lim (",J_'\‘)-"l = lim -_
v P oxex x2ve 2 _xex
lim =1 =1




223.0rr 1. 1 Engiketarik egin gabe, esan zein den honako adierazpen @ Kalkulatu honako adierazpen hauen limitea x — oo
eta 2. hauen limitea x — 4= doancan: doancan:
. 3345 4t
a) (2 - ¥2ea1) b) (x* - 29 e e
) JEal = w_ax 3xe5 _x*-2
O Vel =y &3 -2 o 3 :
5 -¥F_2 £) Jx — logs x* € - T ex

Fad x
23,1 2
AT ex -l

) el =dxs2

(logax < X < x2<3x5< 1,5 <4*

INFINITOEN ORDENAK
LANTZEKO:

241) EGIN DAITEKEZ
4 ordenak
7,ordenak

9 (ERROAK),
6(ordenak

f(x) = logy(x) = 7
8(x) = logyo(x) H 6

Entrada 5




-2

-3

logs x < Vx < x? <3x5 < 1,57 < 4%

3. Infinituen konparazioa
Konparatu infinituen ordenak eta ezarri
limitea honako mﬁrmzpm hauei:

i
a) lim (H}.\.—) — g = .')

xX=d 40
log (3 + 1)

b lim 2%

X4 Hh_’_s
»x

o bm —=—
b Loy '+ 1)

d) lim (!_3:)
x 4o \ Jx+

Etxerako 223)1



223)1

1 Eragiketarik egin gabe, esan zein den honako adierazpen
hauen limitea x — +ec doanean:

P a) (2 -32x+1) b) (x2-29
Q) Vatel—yx d)3*-2*
) 5*- -2 £) Vx — logs x*

6. LIMITEAK x = *eo DOANEAN

6.1 POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA (batx1)

6.2 BESTE ZATIDURA BATZUK (adierazpen errodunak)
6.3. ADIERAZPEN INFINITUEN ARTEKO KENDURAK

= 1. BEGIZ JOTA IKUSTEN DIRENAK
= Il ERAGIKETA EGIN DAITEKEENEAN
= Ill. ERRO KOADRATRIKOAK DAUDENEAN (bider eta zati konjugatua)

6.4 BERREDURA BATEN LIMITEA (errazak)
6.5 e ZENBAKIAREKIN ERLAZIONATUTAKO BEREHALAKO LIMITEAK (1 + i)x

6.6 (1) “MOTAKO ADIERAZPENAK Glim f) =1 ea lim  g(x) = +eo badira, orduan:

fim_ UG -1]-gla)
Ll s = e



6. LIMITEAK x = = DOANEAN

6. 1 POLINOMIOEN ARTEKO ZATIDURA (gogoratu ihazko ariketaren batekin)

o axPeax? 14, .
1) bxT+ b9 Ve

zatikiak honela jokatzen du: ‘—; xP-1.

* p>q bada, lim f(x) = oo (limitearen zeinua a-ren era b-ren zeinuen arabe-
X +oa 2
rakoa izango da).

. p= H i) - A
r=q bada, xé}?:‘;’w flx) = ‘:5

* p<gq bada, xgn'zw flx) =0

BIRPASO BATX 1
LIMITEA x—>e DOANEAN

FUNTZIO POLINOMIKOEN LIMITEAK
Adibidez:

x — +oo doanean, funtzio po|innmiko baten limitea +c0 edo —oo da, mailarik

handieneko gaiaren koefizientea positiboa edo negatiboa den kontuan hartura.
lim (3x% = 5x3) = +oo
X s oo

lim (=53 + 7x? +9) = =0
X oo

POLINOMIKOEN ALDERANTZIZKO LIMITEA

Adibidez, [lim 1 =0.

. . . . 1
; - P(x) funwzio polinomiko bat bada, orduan r!{ 0
Xm0 _ 543

=Pl "



BATUKETAK BIDERKETAK

(+20) + (1) = (+=2) (+20) « (#99) = (420)

(+00) + (+00) = (+20) (+20) « (=00) = (—e0)

(=20) + (1) = (—=2) (+00)- (1) = (+22) 3 2
/>0 bada, |[_m)_(!]:(_m) .

(—00) + (—o0) = (—o0)

cowe [0 ERAGIKETAK
A — LIMITE

D__ 0 (+00) =) = (400)

(#o0)
INFINITUEKIN
D o), 140 bada 150 bada, (+50) = (+00)

0)

/<0 bada, (+e) = (0)
(£oo)

= (200 . ©) _
0 - 10 bada, ()= (1)
0 (D)) = (4o0)
o) (0) /> 1 bada, | (= - (0)

(+ee) _
0</<1 bada, o =0
(HE=) = (400)

4

4. INDETERMINAZIOAK

Eragiketa baten parte hartzen duten funtzioen limiteak bakarrik jakinda emaitzari limiterik ezarri
ezin diogula onartzea. Limite hori lortzeko ikerketa sakonagoa egin behar da.

Indeterminazio kasu ohikoenak:

o e (+o)-(+>0) (+ =)-(0)

(+2)@  (0)©® (1)t (D)=




s
=
&

© &= (#eoo)-(+ee) (+==)-(0)
+=)® (0@ m+= 1=
a) flx) - h(x)
219orr. 2 0w
k) f(x)/ e (x)
o) x+ h(x)

Proposatutako ariketa

8 x— +oo doanean f(x) — 400, g(x) = 4, h(x) = ==, u(x) = 0 badoaz, ahal den kasuetan, esan
honako adierazpen hauek zer limite duten x — +eo doanean:

b)f(x)ﬂ” o) fx) + h(x) d) flx)* ¢) flx) - hlx)

) f(Ih(x) h) [ (4] i) g™ i) w(x)/h(x)

1) B u(x) m) g(x)/u(x) n)x+ f(x) ) f ()P

p) b @ 020+ 620 9 - h

22011

1 x— 4 doanean, honako emaitza hauek lortzen dira:
f(x} =100, glx) 2 4, h(x) = ==, uix) =0
Hurrengo funtzio hauetako zein dira indeterminatuak

x — 4 doanean? Kasu horietako bakoitza aztertuta, inde-
terminazioa badago, esan zer motatakoa den; eta ez bada-

go, esan limitea zein den:

a) () + hix)
9f bix)
) [l

8 (g4 @

Ay o prvmy (#eo)-(+e2) (+ ==)-(0)
d) fxhe (+o)©@  (0)® (1= (D)=
f) ulx)fe
h) g0/

241)11



5. INFINITUEN KONPARAZIOA x =>+oo

Goragoko ordeneko infinitua x= +eo

33
Berreketetan: maila altuena dauka da goragoko ordeneko infinitua. Adib: ~ fim X - Jim
= Oinarri bereko bi polinomio ordena bereko infinituak dira. ¥+ 5x Foree

2 N = 400
Funtzio esponentzial:1 baino oinarri handiagoko funtzioa izango da goragoko ordeneko infinitua. /i, 2% _ .
Adib: ¥=+= 1000-1,5%

= Oinarri bereko bi esponentzial, ordena bereko infinitu dira. Adib: 100 - 2% era 0.01 . 2%

Gorako ordena definitzeko:

1. Esponentzialak

2. Berreketak

3. Logaritmoak (1 baino oinarri handiagoko fogaritmoak) 223)1,2
log x < vx < x% <3x° < 1,5% < 4*

INFINITOEN ORDENAK

Batuketa bat izatekotan batugai ordena handieneko batugaiaren ordena. LANTZEKO 241 .3:
241)4,7,9 (ERROAK),6
90

@ f:y=log(x)
. hayi=in*
@® r:y=2x

80

70

y=log2(x) 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120




@ fy=2 -

® ¢ y=10 3

1.FUNTZIO BATEN LIMITEA GRAFIKOAN

Zeri deitzen deutsegu funtzio baten limitea x-en balio baterako?
edo

Noiz esaten dogu x-en balio baterako limitea existitzen dela?
DEFINIZIOA:
x-en balio baterako funtzioaren limitea existitzen da, x horretara hurbiltzen diren infinitu
balioetarako, funtzioak hartzen dabezan baloreak, balio zehatz baterantz hurbiltzen
badira.

Punturantz ezkerretik eta eskuinetik hurbiltzean funtzioak BALIO berberara heltzeko
joera badu, funtzioak aztertutako puntuan limitea daukala esan daiteke.
Hau da, albo-limiteen balioa bardina izan behar dau eta balio finitoa.

Hau da, ALBOKO LIMITEAK existitzen dira eta balio bera dute:

_ lin__zf(x)=lz'n_1f(x)=1 > limsf(0=l I©_




. FUNTZIOEN LIMITEEN
‘ ADIERAZPEN GRAFIKOAK

lim/@== 7O lim ==

e— |111) f(X) =~

» lim/@M=a

e lim /0 = 0 [ st
y-tezn) =
Infinituan S
x>n lim /&)=
lim /@)=
Infini £
x>-m
ljg]f(xr)-a
FUNTZIOEN =
LIMITEAK lim/ (== /
Puntuaren - _//' *VEEs
- lim/@=-= lim f(x)Fp8
x—a v \--; T -3 - .
lim/-2 (34
Ezkemetik
x—a !i-x_nf(x)'“ - .
)
lim/() =-=
lim /=L lim f(x)=-=




KASUAK LIMITEA FINITUA LIMITEA INFINITUA
— c
PUNTU
BATEAN
X—c
x]1)1[1(1‘__ f(x)=—xo
glimcl* flx)=mo
INFINITUAN
T 215.orr 4
lim f(x)=—x Graf 241.0rr 1
X=m

L

lim_f(x)=3; lim_ f(x)=-o
—-2" x—-2*

x//_:ri_f(x) = +00; xlli’i» f@=—cos lim fx)=+eo

b) lim  f(x)=—co; v/_l'frizf(x) =1 x[i_',"3f(x) =—oo; _lim () =+o0

o) lim_ f(x) =—oo; lim_ f(x)=+oo; .Il'ﬂ(l)’f(f\‘) = —oo; xli'r:17f(x) =—oco; lim f(x)=3

X —> —co 0 Lam



241.0rr1 1 Observando la grifica de f(x), di el valor de los siguientes limites:

=

N

1 X
a) b4 i{’fm fx b) lx’m4_ fx <) It'm“ fx
&) tim f) o lim () D lim f)
g It’n;_ f® h) Ix'n;. fx) i) xﬁ’i’m fx)

L xl_t)'ng ][f(x) +g(x)] = xl_i,":’ lf(x) + xlx_‘;{t lg(x) =a+b

2. lim [f)-gW]= lim f&)- lim glx)=a-b

3.1
| LIMITEEN
f(x)]= S0 4
g | lim g b ARTE KO
5.£(9> 0 bada, _lin [Fe@) = [x[i,"l’ lf(x)];i';"_s,.g(x) - ERAG | KETAK

6. n bakoitia bada

«do > Ll V@ = o B, =
n bikoitia eta f(x) 20 bada

3. lim [fx)-gW)= lm f()- lim gx)=a-b

4.b+0 bada, [lim
x—1 1

7.0.>0 eta f(x) >0 badira, xlx_‘:r{r I[loguf(x)] = logu[xﬁ»[z lf(x)] = logy a



3. LIMITEAK
ETA
JARRAITASUNA

8. LIMITEAK ETA JARRAITASUNA

1. FUNTZIOEN LIMITEEN IDEIA GRAFIKOA

3. ERAGIKETA ERRAZAK
4.INDETERMINAZIOAK

5. INFINITOEN KONPARAZIOA x — +w
6. LIMITEAK x — +oo

7.LIMITEAK x — —oo

8. JARRAITASUNA

9. LIMITEEN KALKULUA x — ¢

10. L'HOPITALEN ERREGELA

11. JARRAITASUNA TARTE BATEAN



