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1.1. DEFINIZIOA n

Funtzio baten funtzio deribatua ezagututa, jatorrizko funtzioa kalkulatzeko prozezuari

integrazioa deritzo. DERIBATUA

deribazioa
integral mugagabea edo integral esaten

zaio. Eta euren kalkuluari integrazioa

edo integralen kalkulua. F(X) F’(X)dX

o’

JATORRIZKOA
integrazioa

f(x)dx  adierazpenari f(x)-en



https://www.youtube.com/watch?v=P9EtVChdHdc&list=PL2yn2j0qRfvptxzTrcCPxly51tschxWy-

1.1. DEFINIZIOA GeoGebr

F(x) funtzioa f(x)-ren jatorrizkoa da baldin F'(x)=f(x) bada.
o f(x)=3x? funtzioaren jatorrizko zenbat funtzio aurki daikeguz?

F(x) f(X)
JATORRIZKO FUNTZIOA DERIBATUA [ f{:I) dx — F{:I) +k
x3 J
ot ( 3x?dx=x*+1 izanere(x®* + 1) = 3x°
S 3x2 T i
x3+20
..... Beraz infinitu jatorriko daude.
x3+k f 3x%dx = x*+120 izanere (x*+ 120) = 3x?

f 3x%dx=x*—5 izanere (x* —5)' = 3x°



https://www.geogebra.org/m/hk8zhfnx

1.1.DEFINIZIOA

f(x) funtzioaren jatorrizko funtzio bat F(x) bada, F(x)+k adierazpenari, f(x) funtzioaren integral
mugagabe edo integral deritzo jf[x] dx

Hau da, baldin: F’(x) = f(x) bada

Orduan ff(x)dx =F(x)+k egiaztatzen da



Integrazio elementua

(Jatorrizko funtzioen diferentziala)

%
f(x) = F'(x) Jatorrizko Integral mugagabea
funtzioaren (Jatorrizkoen multzoa)

deribatua




1.2. PROPIETATEAK (3320r)

|70+ g@tax= [ fo ax+ [ g ax

fr:-f[x}dx=cff{x] dx

J‘f(I)dI= F(x)+ k bada J‘f[mx+n)dx=$ﬁ'[mx+nj+k



e |ldx=x+k
[ n+l
BERREKETA BATEAN INTEGRALA ) «"dsc="——+k n=-1 (e R)

[as o [ Ldve [xdenlnx| + k
Jde: | Gogoratu

D (In ,x:}:% (x>0)
- 37 D [ln ()] = — (x<0)

D (In |x|}:% (x = 0)
fx_ldx Beraz:

[-Lgir:efﬂ|;~:|+k
J x




fxdx . Fle:ir=x+£'

xn+]

o | x"dx= + kb, n2-1 (ne R)

fxzdx -'I. ?I-I'-l
o [ Ltes [t desin|x|+ k
X




Fldfx=x+£’

x" dx = Xt +k, nz-1 (ne R)

n+1

I"'l ~ _l ~
xdr-J'x ey [y



j(xz —x+1)dx =
f5-13dx=
J(4x3 —x*+3x—7)dx =

3—-2x
f dx =
X

J’xz—x+5

dx =

[ (V55 + Y722 ax =




f(:v:—il}2
dx =

VX







Jz:ﬁwx-—:}
dx =

x—2

333.orr1l
354 .0rri 8, 1




1 Aurkiru:

333) orni 2) jx4dr b)f(5x5—8x2+2x—3)dx 9 f—v}dx d (L&
Jx
) ik ) [5 a [
) Sy{x x* . G J3x
3x + {53 3 2
p [l s ) (a3 - 0 [YTe-grd 1 [P BxeB
254 — 6x3 +5x Sdx 2x4 +6x 3 x4 —5x2 +3x — 4
x+2 dc = n) 6—4x n)f dx O)J- > dx

A=

An+l
l.f{x}” - f(x) dx = A M + k, baldin eta n = -1 bada

. n+1




P R

354.0rr 8 Adierazi zatidura £ =C +-2X eran era ebarzi:
8 -, i
X~ X -5x+4
. Jx-3 o b) j x+1 dx
c) (x* -1 dx d)J2x2+2x+4 s
Jox+2 x+2
e) [ dx f) x5—3x2+x—1d&_

J ¥ )




1 Kalkulatu honako integral ha

354) Orri
1 H.:} r4x2—5x+7dx
v 2
' -l dx
l C)-f 2x+7
b}fﬂﬁf
5.1:'




354.0rr © Ebatzi integral hauek: 3 Kalkulatu:

- " - ~ - " - 7
> a}a{xl+1)‘dd'-{ b}'(x—S)jdr a}fi/%d:r b}- mslxdr
c) r.J:'ix+5 dx d) F(msx+f-"~')¢ir c) fﬁfﬂ(x— 4) dx d) ., (e* +3¢7™) dx




354.0rr 4 Aurkirtu integral hauek:

4 r "
2 2 dx
— <+~ \dx b
| ‘”.;(er) ) )3
"J:'+J.x' i -8
c) 5 dx d) — dx
Y x Y 1+ x°
™ 3.’1' " x:
dx f dx
ﬁ]-‘ |+ x° )-' 2 - x>




Logaritmo nepertarra ala arkutangentea?

1
l'ix X
J-I-I-E J--'-1-+x3dx
1
| s [
dx
1
J-E+1djC
x J’ 16x3 — 8x
) 4x* —4x? +1
X
f dx
2 +1
[Prerrerts
J' L 4 4x* —4x? + 1
1 —x?




s dx = arcig f(x) + k

1+ f(x)

j J1(x)

Arkutangentea j—l_:l_x—z dx=arcigx+ R

354.0rr 7 Ebatzi arku tangente motako integral hauek:

’ Y -’rlfj;xz ]'[1001: 241
9 3%12 D 5%
) »r4f;x2 g f&}fxxz
o [, W[5




1.4 INTEGRAL TRIGONOMETRIKOAK

f sinx dx
fcosx dx
ftgx dx

1
2 _
](1+tg x) dx = fcoszx dx

[
1—x2? x
| =
X
1—x2
J‘ —1 I 334.orr 2/ 335.0rr3
VI —x2? 3541



1.4 INTEGRAL TRIGONOMETRIKOAK

sinxdx=—cosx+ F fr‘m‘xdx:ﬂ'ﬂx+i?

tg x dx = —In|cos x| + k

(1+rg3x}gir=f 1,; dx = tgx + k L dx = arctgx + k

’ COs™ X J 1+ x2
1je:i%‘=££?‘£‘5.fﬂx+£’ —1 dx = arc cos x + F
| ] — x°

334.orr 2/ 335.0rr3
3541



9 Aurkitu integral hauek, arku sinu motakoak direla jakinda:

354.0rr
9 ;1) dr - b) (J':r
’ \/I—fix‘ Y J4 - x?
" | : dx
c) dx d)
- JI—]{]'(}J::l " x-Jl—(fnx)z

dx = arccosx + k

f I dx = arcsinx + k

J‘ 1
J1—x? J1— 52




1.5.INTEGRAL EXPONENTZIAL ETA
LOGARITMIKOAK (330 orri)

a*+ k

e“dx=e"+k a* dx =

;!'H.:if

ﬂfffxaix=xfﬂx—x+£' .f'c:rg X dx =

(xlnx—x)+ £k

fﬂsz

Adibideak: J‘(}« sin x + 2 cos x) dx = 3J._rfﬂ x dx + ZJ.ms xdx==3cosx+2sinx+ k

dx dx 1
= =—dgrc i 2 f% ] dx | f':x
1+ 4x? 1+(2%)2 2 eSS j : ) —=§J. S

335.orr 4
354.0rr 3- 4-5-6



354.0rr 6
Esponentziala
k

6 Aurkitu integral esponentzial hauek:

a) J‘f“"_dafx
) c) J‘eﬁ"'.«ir

b)

d)

L

-

-

-

€—2x+":'d|‘x

(3* — x3) dx



2. BEREALAKO INTEGRALEN ADIERAZPEN
KOl\.POSATUA (3320rT)

KATEAREN ERREGELA

B(x) = f(x)°g(x) = f(g(x))
[ rrig@-g'@ dx= flg@) +

Jms (x2—5x+3) (2x—5) dx
J.E\/(x4+5x)3(4x3+5]££r

J.S«J' cos* x (—sin x) dx



BEREHALAKO INTEGRALEN ADIERAZPEN KONPOSATUA

dx = arc sin f(x)+k

(/' (%)
d f(}dx In|f(x)|+ £k

;msf(x} - f'(x) dx = sin f(x) + k

JOesg £ £ e

”Flf;z dx=arctg [(x)+k

5;-1'}3 f(x) - f(x) dx =—cos f(x) + k

S &)
ffﬂ.f f(x)

n+1
f(x}” f(x) dx = Sl 1] + k, baldin eta # = —1 bada

dx =17 f(x)+

(=i
{1-f()?

dx = arc cos [(x)+k

fff-':"’] () dx=el 1k

J’ﬂf'[x} . f'(x) dyx = % a

[1g 09 -

6 4 4

nda

[infe) - £ dbe= ) n f )~ f() +

—In|cos f(x)| +k

337.orrl




An+l
l.f{x}” - f(x) dx = AN + k, baldin eta 72 —1 bada

n+1

1 4

(x3 — 4x2 —7x)3! e (x% —4x? —7x)3 _ 33 (x3 — 4x? — 7x]4‘
L 4 4

3 3

J-E{/xg —4x2 — 7x - (3x? —8x — 7)dx =

dx =. Ln|x® —4x? — 7x| + k'

ff ) el |f )]+ 4

3x2—-8x —7
f(x) j

x3 —4x% —Tx

l-sfn_,r‘"(x] - f'(x) dx = —cos f(x) + k J- sin(x® — 4x* —7x) - (3x* —8x —7)dx = —cos (x*—4x%2—7x) + k'

-

frmfl{x} - f(x) dox = sin f (x) + & j cos(x®—4x%2 —7x) - (3x? — 8x — 7) dx =. Sin (x® —4x? —T7x) + k'

L

‘1.,} (x) f{x} dx = {,j'[.w] + b J-Ex3_4x2—?x(3x2 —8x — Tde _ €x3_4x3 —7x 4 L




_(!H f&) - f'x) dx=f(x)Infx)-f(x)+k

J &=

) dx = arc co
dre « "-f
J1- f(x)?

h) ffn(x3+1}2xdx




337.orrl r . _ o
Berehalakoak 1 a) J-"’*'E“”"5 x (=sin x) dx b) | Veos? x (—sin x) dx c) '[f“’” sin x dx

edo ordezkapena

d) fﬁ“x!(sxhzx)dr o o0 52 2¢ p [

g)f

]+ x©

b [ 22 (2 41) 2 di 0 fV(xﬂﬁx)E@rhsm

l—ff‘




An+l
354)5 l.f(-ﬂ” - f(x) dx = AS + &, baldin eta #» 2 -1 bada

n+1

a)f“'x h)f dx c}fma'x d]fﬁv“ Lk

3x—4 (3x — 4)2 (3x—4)3




3. Z,ATlKAKO INTEGRAZIOA _ 33?“""33”"
0 Diali UnaNacaSINRABO VWestida deUniforme

N s

fu(x] cdv(x) = ulx) -vix) — fv[x] - du(x)

Osagai bakoitza identifikatzeko u(x) eta dv(x) eskema
bat erabiltzen da, aukeraketa errazagoa izateko:

A : Arku funtzioak

L : Logaritmoak

P : Polinomioak

E: Esponentzialak

S: Sinua, kosinua, tangentea

Batzutan metodo hau behin baino gehiagotan aplikatu




NOIZ ERABILI?

J polinomioa - sinx dx edo f polinomioa - cosxdx edo

j polinomioa - e/ ™) dx

f polinomioa - logaritmoa dx

f polinomioa - arcos dx

[ sinx - ef®dx edo [ cosx - ef @ dx (bukle)




Formula nondik dator?
Biderketa baten deribatua kalkulatzeko formula hau da:

(@) - v()] =2 '(x) - v(x) + u(x) - v'(x)
eta idazkera diferentzialean adierazita, honela geratzen da:

dlu(x) - v(x)] =du(x) - v(x) + u(x) - dv(x)

Azkeneko batugaia askatzen badugu, honela geratzen da: J' 2 (0 do () = 1) - 2() — J‘ 0 () du ()
u(x) dv(x) = du(x) - v(x)] — v(x) du(x)

Bi ataletan integratzen badugu, hau lortzen dugu: J. udv=mu-v- f v du

Formula horrek modua ematen du J u dv integrala J v du integraletik abiatuta
kalkulatzeko. Erabili ahal izateko, jakin behar dugu emandako integrala fu dv for-
makoa dela bereizten, eta J.zf du integrala aurrekoa baino ebazteko errazagoa dela

ikusten.




fu(x).dp(xj = u(x)-v(x)—fu(x)-du(x) ALPES A : Arku funtzioak

L : Logaritmoak
P : Polinomioak

J’ E: Esponentzialak
xetdx . o - _ S: Sinua, kosinua,
Osagai bakoitza identifikatu: tangentea
u(x)=x  du(x)=dx
dv(x)=e* v(x)=e*

Formulan ordezkatu:

fxexdxzxex—fexdxz xe* —e*+k=(x—1)e*+k

a)f=jxe”dx g);=jxjgﬂxdx. f):":J.fﬂxafx

I E———




fu(x).dp(xj = u(x)-v(x)—fu(x)-du(x) ALPES A : Arku funtzioak

L : Logaritmoak

P : Polinomioak

a) I = J‘x e dx E: Esponentzialak
S: Sinua, kosinua,
tangentea

b) 1= [ Inx dx

¢) I = J.!?z x dx

I E———




340 eta 341. orr
1 Kalkulartu:

J'x sin x dx

3 Kalkulatu:
J'x‘1 e~ dx

2 Kalkulatu:
fx arc tg x dx

4 Kalkularu:
fﬂ'nz x dx

fu(x] cdv(x) = ulx) - vix) — [u(x] - du(x)

ALPES




354.0rr 12 Erabili zatikako integrazioa honako integral hauek ebaz- 13 Ebatzi integral hauek zatikako integrazioa birritan erabi-

teko: liz:
12,13
a) J.xi’lvﬂ{’: b) |x* Inxdx a) | x2 sinxdx b) |x2 e dx
c) ffix cos x dx d) ﬁn (2x—1) dx d fe-" cos x dx d) j(x+ 1)2 e* dx
X dx f dx
) fe*‘ ) Jare cosx ['u:(x] cdv(x) = ulx) - v(x) — fv(x) «du(x)

ALPES




Kalkulatu ezazu integral hau:

SELEKTIBITATEA " g(xwlewdx' 24N KAkD N
2017 UZTAILA 3 B




4. FUNTZIO ARRAZIONALDUN INTEGRALAK

Funtzio arrazionalekin orokorrean jarraituko diran pausuak:

o 1. Zenbakitzailearen maila , izendatzailearen maila baino handiagoa edo
bardina bada, zatiketa egin. Deg (P(x) >= Deg Q(x)

P(x) |[Q(x) P(x) R(x) =2
R(x) o) D= -CEIRx) = Gy =Cx) +o5y =
P (x) R (x)
~ me} -dx=[C(x) ‘dx’*fcz{x} dx

o 2. lzendatzailea faktorizatu erroak bilatuz.
o 3, Funtzio arrazionala zatiki sinpleagoetan deskonposatu.

o 4, Ebatzi integral barriak.




4. FUNTZIO ARRAZIONALDUN
INTEGRALAK

°4.1. IZENDATZAILEA LEHEN MAILAKOA

A
j dx = Aln|lx —a| + k
¥—a

o 4.2. IZENDATZAILEAREN ERROAK ERREAL BAKUNAK DIRENEAN.
Integratzerakoan logaritmo nepertarrak.

2 A B
x2-1 - x+1¥tx-1
o 4.3. IZENDATZAILEAREN ERROAK ERREAL ANITZAK DIRENEAN.
Integratzerakoan logaritmo nepertarrak eta berreketak.
2x%+6x-4 A B C
x(x+2)2 "x ¥ x+2 7 (x+2)2 e F B
o 4.4. IZENDATZAILEAK ERRO IRUDIKARIAK DITU g s ek dx -
*3 [ 53
o (ez da sartzen) x o I
o 4.5, Kasu berezia: Izendatzaileak errorik ez daukanean - EZ DA SARTZEN




4. FUNTZIO ARRAZIONALDUN INTEGRALAK.
4.11ZENDATZAILEA LEHEN MAILAKOA

. . . . A
Wau jakinik: jx_ﬂdx=ﬂiﬂlx—al+k

Mota honetako guztiak egingo ditugu zatiketa eginez: mi{f_}ﬂ
2
f 3 dx
J‘ 3xc —Tx + f-}dI
2x — 3



4.2 IZENDATZAILEAREN ERROAK ERREAL BAKUNAK DIRENEAN

JREH -dx x%+1 ( 2 1 2 a1 |xo1
2_ e A — . ) _ . _
X<=-1 sz—l dx=|1 dx+f:-::£—l dx K+J.xz—1 dx x2+; 1
2 A B A(x-1)+B(x+1)
x2-1 x+1tx-1° x2-1

2=A(x-1) +B(x+1)
x%+1 2 -1 5 1 1
Kg_l-dx—}n %2-1 -dxX=X+ w1 -dxX+ |77 -dx X- K+1-dx+ —K_l-d}:=

- x-1n|x+1|+1ln|x-1|+C




2x<+5x-1
X34X2-2X

2x246x-1 A B C A(x+2) (x-1)+Bx (x-1) +Cx (x+2)
X4x2-2%X x Tx+2 T x-17 (x—l} (x42)

2x2+5x-1 1/2 -1/2 £
Caxloox AX=| Ty rdx x+2  Ax+ rax =

1 1 1 & 1 1
-J.—-dx—E-J. cdx+2- |——=-dx = = 11'1|x| -In|x+2 |42 -1n|x-1|+C

x-1




355. Orr

14 Resuelve:
dx 2x+1 d) Erro anitzak
: b e 9 o v
J. J. 9 J. x(x-1)

)-[[x+1){x+2] (x+1)(x— x(x+4)




355. Orr 15

-

-

-

1

S x2ex-6

dx

S (x2-25) (x - 4)

4 g

Jxtix-2

h}fj—idr

d)

f)

x2+]dt

St x

Y xt+dx+3



4.3 IZENDATZAILEAREN ERROAK ERREAL ANITZAK DIRENEAN

lzendatzailea faktorizatzerakoan, erro anitzak lortzen badira,
(bikoitzak, hirokoitzak....), zatiki aljebraikoaren deskonposaketa
zatikien arteko batuketa bezala, horrela da:

Po) A B  C
2 [.'IT—H-]J

(x—a)® (r—a) (z—a)




4.3 IZENDATZAILEAREN ERROAK ERREAL ANITZAK DIRENEAN

2x?+6x-4

x344x244x%
2x%+6x-4 A B C A(x+2)24Bx(x+2) +Cx
¥ (x+2)2 “xTx+2 T (x+2)27 x(x+2)2

2X24+6x-4=A(x+2)2+Bx (x+2) +Cx

2X°4+6xX-4 - -1 3 3 s 4 s 5
Xi+ax2+ax 9T | Tx TR [y 9E Y (ki) 2 -

1 1 °
Z_J.E.dX_Hg.JK+2-dx+4-hr{x+2:}‘E-d}{ = -1ln|x|[+3-1n |x+2 |+




Erroak: x=0 (bikoitza), x=1 (hirukoitza)

6x5 — Ty* —Gy3 4 22 Gy 4 2 eta x=-1. Sei erro = 6 zatikitan
w6 — Ix5 4 243 _ 42 —  deskonposatu
A B C D E F




355. Orr 16 a) J-sz -5x+3 d b) J.x;_ -16 dx

¥ —3x+2 2x-15
2x+3
)J-{x 1)2 (x+3}dx d)f(x 2)(r+5)
3x -2
E)f{x_n(“s)ldx D) e ®

355. Orr 20 (f ez)




355. Orr 26 c) Xn_ L dx




21 ORDEZKAPEN METODOA (334orr)

Honako hau betetzen denean h(x) = Fle(®)] - ¢'(x) J_ fh (x) d = J.f[g(x}] g (%) d

Aldagai aldaketa: I =g(~‘*¢‘} dit - £ (x) dx
VxZ_2x x—1 B > B 2x — 2 X 1
e dx u=-+x%2-2 du = dx = dx
J’ Vx?% —2x 2Vx? — 2x Vx?2 — 2x
Emaitza aldagai aldaketa deseginda: fe“du — el 4 | = V¥ 2x 4 |



Ordezkapen metodoa, integralen kalkuluan metodorik zabalenetarikoa da, aldagai aldaketa oso
desberdinak egon daitezkelako. Integralaren ebazpenaren zailtasuna, erabilitako aldagai aldaketaren
arabera, oso desberdina izan daiteke.

INTEGRALEAN ALDAGAI ALDAKETA ERAGINKORRENA

ERROKARRATUA  t=v/ Polinomioa edo t=Polinomioa

t="\/Polinomioa;
m=errotzaileen mkt

BESTE ERROAK

FUNTZIO CNX 1 S
exeonentziaa  t=€ n=balio txikiena duena

FUNTZIO

LOGARITMIKOAK 1= In(x)
338/2 ,339/3,4
354/10, 11, 355/17,18




3380 o J'¢x3_3xz+5.(xz_2x)dx

Berealakoak
edo ordezkapena

=

&) [(241) 6 + 39 d ) [sinxcosx g ) J‘e"'**;'(ﬁx+3&)dr

l+5m X




339.0rr

3
3 | yx—4(c+5)dx g [dx-l+x-1
I j J(x—1)

ordezkapena




354.0rr 10 10 Ebartzi integral hauek:

ordezkapena ~ .
a) |sin x cos x dx b) M
" Y (05T X
" -~
c) 2x dx d) x dx

- J'EJ—xj o J:;t_2+5_




ssaorr11 11 Ebatzi honako integral hauek:

ordezkapena

a) |Vx2=2x(x=1)dx b) |@resinx .
|

=
- Jl—x"

r" . )
c) J(]+fﬂix]j.riﬂxdx d) (1+/nx)

dx

-

E:l i 2.1'2 t‘ir {:) i g"‘- B g&-

o .(Z—xj}l_ J T+ e




355.0rr 17 Erabili ordezkapen-metodoa integral hauek ebazteko:

Ordezkapen 2) J’ dx b) J’x 3+ 2 dr 9 J,a?dx ’
Metodoa x —x x—1 £2 dago

(erroak) liburuan




355.0rr. 18
Ordezkapen
Metodoa
(erroak)

Ebatzi integral hauek aldagai-aldaketa bart eginez:

-

xyx+1dx

X dx
vx +1
L

b)

d)

f)

Iﬂ

-

'

L

dx

—
x—ﬁx




4.4. IZENDATZAILEAK ERRO IRUDIKARIAK DITU (ez da sartzen) O

346.orri  4.4.1. Lehenengo kasua (lzendatzaileko binomioa arkutangeteren deribatura moldatu)

5a) [ b [ J &= § [
°) 3x% +3 ) 9x% + 3 ° 6x*+3 ) 7x% +11
4.4.2. Bigarren kasua (lzendatzaileko polinomioa arkutangeteren deribatura moldatu)
6a) [ b | | = D |G
) x* —4x+5 ) x* —4x +10 ° x*+3x+8 ) 2x% —12x + 26

4.4.3. Hirugarren kasua

Jatorrizkoa ezin da izan hasiera batean arkutangentea, beraz moldatu egiten da zenbakitzailea
logaritmo nepertar baten deribatua izateko.
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4.4. |IZENDATZAILEAK ERRO IRUDIKARIAK DITU

4.4.1. Lehenengo kasua - lzendatzaileko binomioa arkutangeteren deribatura moldatu
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4.4. IZENDATZAILEAK ERRO IRUDIKARIAK DITU Formula hau J dx 1 (x 4 a)

© erabil daiteke = aretyg b

(x+a)2+b% b
4.4.2. Bigarren kasua - lzendatzaileko polinomioa arkutangeteren deribatura moldatu
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Jatorrizkoa ezin da izan hasiera batean
4.4. 1ZENDATZAILEAK ERRO IRUDIKARIAK DITU © arkutangentea, beraz moldatu egiten da
zenbakitzailea logaritmo nepertar baten

4.4.3. Hirugarren kasua deribatua izateko.
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4.4. IZENDATZAILEAK ERRO IRUDIKARIAK DITU Q

(Adibidez: 3560rr 26b) (konpleto)
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