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1.KURBA BATEN AZPIKO AZALERA

Nola kalkulatu higikari batek egindako espazioa?
Abiadura-denbora grafikoan?

| t(s)




1.KURBA BATEN AZPIKO AZALERA

Nola kalkulatu higikari batek egindako espazioa?
Abiadura-denbora grafikoan?

() Eta abiadura ez bada konstante mantentzen esparru
bakoitzean?




Gero eta laukizuzen gehiago hartzen baditugu, lorturiko hurbilketa onargarriagoa da. Horrela

b

jarraitzen bada, laukizuzenen kopurua handituz, limitean azaleren baturak benetako azaleraren ( )d

balioa ematen digu. Batura infinito honi g eta b-ren arteko funtzioaren integral mugatua deritzo. I = f X ax
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1.2.KURBA BATEN AZPIKO AZALFRA

y=f(x) funtzioaren grafikoaren eta X ardatzaren artean [a,b] tartean
dagoen azalera honetan izendatzen da '

[7 f(x)dx

f(x)-en a eta b arteko integrala irakurtzen da.

FUNTZIO INTEGRAGARRIA

f(x) jarraia eta monotonoa (gorakorra edo beherakorra) bada [a,b]
tartean integragarria da.

Ohiko funtzio guztiak integragarriak dira mugatuta dauden edozein
tartetan.

Esparrua X ardatzaren AZPITIK badago, integrala
NEGATIBOA da, eta GAINETIK badago POSITIBOA




3.INTEGRALAREN PROPIETATEAK (364-orri)

1.-

I; f(x)dx = UL edozein dela ere.

2.-f(x)20 eta integragarriabada [a,b] tartean | ; f(x)dx20 eta f(x) < 0denean f; f(x)dx<0.

3.-

f; f)dx = [, f(x)dx + J': f(x)dx

f(x)

ce(ab) — fgm J:Ed;r = 37 :rzd:r + f-;l ! ;rid:r
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3.INTEGRALAREN PROPIETATEAK (364-orri)

4.- f;f(x)dx + f:g(x)d:t: = f;(f + g)(x)dx >

110 [:1?2 T ;1‘3] dr = flw .'1‘2(1;1.‘ -+ _ 1]0 _-1?3(1;1-

5.1 f; cf(x)dx =c f:f(x)dx > flT 3.2°dr = 3. flT rdx
6.-f(x) < g(x), [, f(X)dx < [ g(x)dx
7.- f;f(x) dx = — f;f(x)dx > ’f 2dr = — .’-51 2 da
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5.BARROW-ren ERREGELA :

Nola kalkulatu f(x) = 2x+4 zuzena eta X ardatzaren arteko azalera a=as
[0,5] tartean?
1. MODUA : Irudi lauen azalerak:

o
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) 10-5 1/5‘
J- f(x)dx = A(laukizuzena) + A(triangelua) = 4-5+ — = 45 :
0

b
2. MODUA :BARROWren legea [ f(x)dx=F(b)—F (a)

J:f{x]dx=J:{2x+-'-1-]dx= [+ 4x +K] =

(52 +45+k)—(0°+40 + k) =25+ 20 = 45 u*



5.BARROW-ren ERREGELA

f(x) jarraitua bada [a,b] tartean, eta F(x) jatorrizkoa bada, orduan
Barrow-ren erregela betetzen da.

j.f(x)dx: I'(b)—F(a)




5 BARROW ERREGELA 1/ =r®-r@

Adibidez:

[, (3x2 — 2x + 3)dx =

368)1 f16(4x3 — 4x* — 3)dx =

379.0rr1 eta 4



1 Kalkulatu integral hauek:
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1 Kalkulatu integral hauek:

- 379.orr
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1 Kalkulatu integral hauek:
- 379.orr
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1 Kalkulatu integral hauek:

- 379.orr

dx
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Calculamos una primitiva:
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4 Aurkitu:

3 3 /
2 2
J;](x —x)dx eta J‘0|x — x| dx s

a) Kalkulatu f(x) ren integral mugatua

[0,3] tartean 15 /
3 1

- K 9_9
J;) (xz—x)dx= 7—7] =9—E=7 f /

b) Kalkulatu f(x), eta OX ardatza [0,3]
tartean mugatutako azalera.

3

3 2
x x| __ 1.1 .9_9 (1 _1)_29
X 2‘1 3+ +9 ( )

1
+
0

A= —J;I{IE—I}dI-FJ;E{IE—I:]dI-z[_%JF%Z
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0. AZALERAK INTEGRALAREN BIDEZ

https://www.geogebra.org/m/MQWTjB4u

6.1. AZALERA OX ARDATZAREKIN
6.2. AZALERA FUNTZIOEN ARTEAN



https://www.geogebra.org/m/MQWTjB4u
https://www.geogebra.org/m/MQWTjB4u

0. AZALERAK INTEGRALAREN BIDEZ

Integral mugatuak f(x) funtzioak eta OX ardatzak [a,b] tartean
mugatzen dauan azalera da.

y=f(x) b b
. | 1> o | reodx=a
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6.1. AZALERA : FUNTZIO BATEK ETA OX ARDATZAK

MUGATUTAKO AZALERA
AZALERA POSITIBOAK
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f(x) < 0badaV x € |a,c) eta f(x) >0 bada ¥V x € ¢, b](edo alderantziz)

8

Funtzioak OX ardatzarekin mugatzen dauan azalerari [a,b] tartean A

deituko dogu eta honela kalkulatu daiteke:

A= —ch[x)dx+ Lbf[x}dx

Edo:

A=

jbf[x)dx

J:f[x}dx‘ +




d. r fOdx~[ f(x)dx




ADIBIDEA: Kalkulatu y =x? , X ardatzak eta x=1 eta x= 2 zuzenek mugatutako azalera

ADIBIDEA: Kalkulatu y = 2x-x? eta X ardatzak mugatutako
azalera

2 x312
v i f (2x — x%)dx = [xz — —‘ =
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ADIBIDEA: Kalkulatu y = x> -1 eta X ardatzak mugatutako

azalera
"1 3 1
(x* - 1dx| = ——x] =
1 3 =
G-1)-(-5+1)|=|-3
—I\3 3 o3




6.1. AZALERA OX ARDATZAREKIN

1) EBAKI-PUNTUAK: Ebatzi f(x)=0 ekuazioa, kurbaren eta X ardatzaren arteko
ebaki-puntuak lortzeko.

2) Esparruen azalerak OX ardatzaren gainetik edo azpitik dagozan aztertu (“+” edo
“n3)

3) Kalkulatu f(x)ren jatorrizkoa F(x)

4) Esparruen azalerak integral mugatuen balio absolutuak dira eta azalera guztia,
esparruen azalera guztien batura da.
Beste modu batean; OX gainazalaren gainetik dagozan esparruak batuketa
bezala eta azpitik dagozanak kenketa bezala adierazi. Barrowen erregela
aplikatu tartearen artean ebaketa puntuak kontuan hartuz.




OX ardatzarekiko ebaketa puntuak aurkitu.

OX ardatzaren gainetik edo azpitik?

Jatorrizko funtzioa kalkulatu (Integral mugagabea)
Barrowen erregela aplikatu tartearen artean ebaketa

6.1 AZALERA OX ARDATZAREKIN puntuak kontuan hartuz.

373)1 1 ADIBIDEA  Kalkulatu y = x7 — 5x° + Gx kurbaren
eta X ardatzaren artean dagoen azalera.

= R




0X ardatzarekiko ebaketa puntuak aurkitu.

OX ardatzaren gainetik edo azpitik?

Jatorrizko funtzioa kalkulatu (Integral mugagabea)

Barrowen erregela aplikatu tartearen artean ebaketa puntuak

2.ADIBIDEA " kontuan hartuz
f(x) = x-2 eta 0X ardatzak mugatutako azalera [0,3] tartean.
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0X ardatzarekiko ebaketa puntuak aurkitu.

0X ardatzaren gainetik edo azpitik?

Jatorrizko funtzioa kalkulatu (Integral mugagabea)

Barrowen erregela aplikatu tartearen artean ebaketa puntuak

3.ADIBIDEA Rontuar Fafts

f(x) = 1-x2 kurba, OX ardatzak eta x=2 eta x=4 zuzenek mugatutako
azalera.
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0X ardatzarekiko ebaketa puntuak aurkitu.
0X ardatzaren gainetik edo azpitik?
Jatorrizko funtzioa kalkulatu (Integral mugagabea)

4.AD I B I D EA : Eg;rt(:j:l:r;‘ae:trszg.ela aplikatu tartearen artean ebaketa puntuak
f(x) = x2-2x kurbak eta 0X ardatzak mugatutako azalera [0,2] tartean.
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5.ADIBIDEA

f(x) = x2- 2x kurbak, x=0 eta x=3
zuzenek, OX ardatzarekin mugatzen
daben eskualdearen azalera.

S ADIBIDe
#

1. OX ardatzarekiko ebaketa puntuak
aurkitu.

2. 0X ardatzaren gainetik edo azpitik?

3. Jatorrizko funtzioa kalkulatu (Integral
mugagabea)

4. Barrowen erregela aplikatu tartearen

artean ebaketa puntuak kontuan hartuz.
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6.ADIBIDEA ,1) kolba efo OX ard chareu élsv&k(ouﬂ‘al

f(x) = x2 + x — 2 kurbak eta fu=0  xhx-t=0 i ks

0X ardatzak mugatzen daben by >g~ oy

eskualdearen azalera 0.) Ataleral DX'eu goinéhik ech ap!
=-1 eta x= 2 absizen artean \ /@
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0X ardatzarekiko ebaketa puntuak aurkitu. z _H - - _A-
0X ardatzaren gainetik edo azpitik? 2 + +/+ + (‘3 = 02. 3 -2.4
Jatorrizko funtzioa kalkulatu (Integral mugagabea) gl ™ S ¥ 3 .2,

Barrowen erregela aplikatu tartearen artean ebaketa puntuak
kontuan hartuz.

= PN E




0X ardatzarekiko ebaketa puntuak aurkitu.
OX ardatzaren gainetik edo azpitik?
Jatorrizko funtzioa kalkulatu (Integral mugagabea)

7 AD I B I D EA . Barrowen erregela aplikatu tartearen artean ebaketa puntuak
° kontuan hartuz.

f(x) = -x2 + 4x — 3 funtzioak eta OX ardatzak mugatutzen duten
eskualdearen azalera. 1) {)=0 \oka el DX ardatares ek prlual
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4 1
. 2, . Y She gl =
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b) Aurkitu y = x? + x—2 kurbak X ardatzarekin —1 eta 4 - 3 L p
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4
6 a) Kalkulatu: j 1(:!::'2 +x—2)dx

b) Aurkitu y = x* + x— 2 kurbak X ardarzarekin —1 era 4

abzisen artean zehazten duen azalera.
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7 Kalkulatu y = 3x* — x + 1 kurbaren, X ardatzaren eta
x=0 eta x=4 zuzenen artean dagﬂen esparruaren azalera.
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8 Kalkulatu y = 3x — 2 kurbaren azpian x=-1 eta x =1
zuzenen artean dagoen azalera. .
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9 Aurkitu y = yx kurbaren azpian x=0 eta x =4 artean
dagoen azalera.
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10 Kalkulatu y = (x - )2 (x + 1) kurbak eta y=0, x=1,

x = 2 zuzenek zehazten duten esparruaren azalera.
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11 Kalkulatu honako kurba honek:
ulatu honako kurba hone A) Emla—(c }o\.m_fua{c afb(:{lo/o&
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0.2 AZALERA FUNTZIOEN ARTEAN
(esparru bat) tps: s oRebra org/m/MQWTBi

1. Kurben arteko ebaketa puntuak aurkitu (a eta b
puntuak).f(x)=g(x)

2. Kenketa-funtzioa planteatu eta bere jatorrizkoa kalkulatu
(Integral mugagabea).(Goiko funtzioa ken beheko funtzioa)

3. Azaleraren kalkulua egin a eta b tarterako (Barrowen erregela).

: b

2(x) GOIKO KURBA ™ BEHEKO KURBA

b

b b
| Azalera=f f(x)dx—f g(x)dx =f (F(x) —gx))dx |



https://www.geogebra.org/m/MQWTjB4u
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9. ADIBIDEA
Kalkulatu y=x? eta y=1 funtzioek
mugatzen daben eskualdearen azalera

1. Kurben arteko ebaketa puntuak aurkitu (a eta b
puntuak).f(x)=g(x)
2. Kenketa-funtzioa planteatu eta bere jatorrizkoa

kalkulatu (Integral mugagabea).(Goiko funtzioa ken
beheko funtzioa)

3. Azaleraren kalkulua egin a eta b tarterako
l (Barrowen erregela). I
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10. ADIBIDEA fzixt erpaa x=g =0 EO1
Kalkulatu y=1 - x? eta y=1—x funtzioek
mugatzen daben eskualdearen azalera

A ) Books pituck
fel =06 Axt=fx  x=o (0.4)

Xl.x 0 — X=4 @.0).

2/ kﬁué[{z\«'[—un 10« P,.gg foc[scz;l
(1-xt) - (4-x] = /?/X A+x = x4+ X

/ \ ;3/ A+zlere b
; (A«J()AK =f’>“’x—:’

A= J (A-x")
Bamfoweﬂ e”efc(“ 4'9141&.@
1. Kurben arteko ebaketa puntuak aurkitu (a eta b A= {écl ax = ToI- "
puntuak).f(x)=g(x)
2. Kenketa-funtzioa planteatu eta bere jatorrizkoa fX*, y ( ,; A ) ~ VD |z 4 ut
kalkulatu (Integral mugagabea).(Goiko funtzioa ken = [ j L é
beheko funtzioa)

3. Azaleraren kalkulua egin a eta b tarterako
(Barrowen erregela).



11. ADIBIDEA

Kalkulatu y=x? - 2xeta y= -x* +4x
funtzioek mugatzen daben
eskualdearen azalera

1. Kurben arteko ebaketa puntuak aurkitu (a eta b
puntuak).f(x)=g(x)
2. Kenketa-funtzioa planteatu eta bere jatorrizkoa

kalkulatu (Integral mugagabea).(Goiko funtzioa ken

beheko funtzioa)
3. Azaleraren kalkulua egin a eta b tarterako

(Barrowen erregela).
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14 Aurkitu, kasu hauetako bakoitzean, ematen diren parabo-
la-bikoteen artean dagoen azalera:

a) y=x*—5 eta y=—x>+5

A) E‘:)CtkiéurO~PM—tDa‘< ‘(@l: &_(\é'
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14 Aurkitu, kasu hauetako bakoitzean, ematen diren parabo-

la-bikoteen artean dagoen azalera: bly=22 ¢ y?=x
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15 Kalkulatu honako kasu hauetako bakoitzean emandako

kurben artean mugaturiko azalera: | | $ g2
: 2 | 6 |
a)y=4-x = 8- 2x | /4 |
& d 4 4 \
A) ghakicuro fouﬂhaié 9 il -2 1 0 i 2
{6 1= g6/ S P -
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https://www.geogebra.org/m/MQWTjB4u

6.2 AZALERA FUNTZIOEN ARTEAN(bi esparru)

g(x)

F eta g kurben artean
dagoen azalera f-g
f(x) kendura-funtzioaren
eta X ardatzaren
artean dagoan
azaleraren bardina
da.

f(x) = g(x)



https://www.geogebra.org/m/MQWTjB4u

0.2 AZALERA FUNTZIOEN ARTEAN

g(x)

f(x)

1. Ebatzi f(x)=g(x) , kurben arteko ebaketa puntuak aurkitzeko

2. Esparru bakoitzeko kenketa-funtzioa planteatu eta bere jatorrizkoa
kalkulatu . Goiko funtzioa ken beheko funtzioa (edo balio absolutuak)

3. Azaleraren kalkulua egin.(Barrowen erregela).
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12. ADIBIDEA

Kalkulatu y=x?-1, y=5-x funtzioek eta OX ardatzak mugatzen daben eskualdearen
azalera, x=1 eta x=5 tartean. 2] s, fusitficn

PUNTV AL ‘,—"* _ / y B
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13. ADIBIDEA
Kalkulatu y=x?, y =x etay=2x funtzioek mugatzen daben eskualdearen azalera

1 & % X% =0 X =4 |(4A4)
)‘L{‘.‘L-‘l‘) =0 3.
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14. ADIBIDEA
Kalkulatu y=Lnx,y=1 eta ardatz kartesiarrak lehenengo koadrantean mugatzen
daben azalera

s>1=Lnx-> x=el=¢

{y=Lnx
=1

-t

f 1dx—anx dx = [x]g — [x Ln x — x]§ = (e — 1)u?
0 1



0.2 ARIKETA:AZALERA AZALERA
FUNTZIOEN ARTEAN

15 Kalkulatu honako kasu hauetako bakoitzean emandako

kurben artean mugaturiko azalera:

c) y=a3-3x2+3x;5 y=x

Bien arteko aldea: y=(x>-3x%+3x)-x =x3-3x2+2x
x3-3x2+2x=x(x-1)(x-2)=0

Azalera= ful (x3-3x2+2x)dx + (— flz (x3-3x2+2x)dx) = f; (x3-3x2+2x)dx — | 12 (x3-3x242x)dx =
=1/4 -(-1/4)=1/2 u?

G(x)=f (3-3x2+2x)dx = j—+ —x3+x*+k
G(0)=0 G(1)=1/4 G(2)=0

J, (3-3x+2x)dx = G(1)-G(0)=1/4

[ (3-3x2+2x)dx = G(2)-G(1)=-1/4
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ZATIKA DEFINITUTAKO INTEGRALA

X ardatzak x=-1 eta x=3 zuzenek mugatutako azalera.

X, —1=x=1
f(x)_{—x2+2.x, 1<x=3
0 1 2 3
A= j xdx +j xdx+j (—x? + 2x)dx + j (—x?+ 2x) =
-1 ] 1 2




SELEKTIBITATEA
2022 EKAINA

B4 Ariketa

Marraztu f(z) = €*, g(z) = ¢~* funtzioen grafikoek eta y = e zuzen horizontalak
mugatzen duten eremua, eta kalkulatu eremu horren azalera.

€BAUV - Zopr ERAINA, F !I}

«w:f;g P fwcbioen elokebs poutio

e)g:ex eX‘f)(_ ‘5‘
WY = €. a% - 2% =0
e Feo g







SELEKTIBITATEA
2022 UZTAILA

B4 Ariketa
1

Marraztu f(x) = z, g(z) = x/8 eta h(x) = —; funtzioen grafikoek lehen koadran-
z

tean mugatzen duten eremua eta kalkulatu eremu horren azalera.
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